SHRNUTI ZE 17. 2. 2003

Fregovo misto v déjinach logiky a zapadni filosofie

neni ndhoda, Ze moderni logika a analyticka filosofie vznikly v dile jednoho clovéka,
obrat k jazyku

1879 Begriffsschrift (Pojmové pismo), Gplné kalkulizovana predikatova logika 1. fadu,
fragment logiky tadu vysSich (dalSi kvalitativni pokrok az Tarského syntakticko-
sémanticky vzestup, teorie modeli)
logicismus: odvozeni aritmetiky vyhradné z logickych principli
definice néslednika v fadé

priklad: definice relace ptedka (P) z (genetického) rodice (R)

pokus: aPb iff 3x,, ...x, aRx; & x1RX;......x,Rb

definuje pouze prapra....(n-krat)rodice
neni definovatelné v logice 1. fadu
Frege, Dedekind vyuzivaji logiku tadu 2. (urcujici role pii utvarfeni moderni logiky,
nikoli variace na znamé téma ala vicehodnotové logiky)

aPb iff VX(Xb& Vxy(Xy&xRy—Xx).—Xa) (vlastni predek, tj. bPb)
Schréderova recenze: vytky dvojdimenzionalniho symbolizmu, Fregova logika slabsi nez
algebra logiky (ta ale ekvivalentni pouhé monadické predikatové logice 1. fadu, v niz je
fetézeni kvantifikatoru, nejvyznamnéjsiho ptinos Begriffsschrift, zbytné)

1884 Grundlagen der Arithmetik (Zéklady aritmetiky), propedeuticky spis v préze
(prosty symbolt), otdzka: co je ¢islo
obrat k jazyku co je ¢islo = jak je nam déno ¢islo
wJak je nam tedy dano cislo, nemiizeme-li o ném mit Zadnou
predstavu ani nazor?Slova néco znamenaji pouze v kontextu vety.
Jde tedy o to vysvetlit smysl véty, v niz se vyskytuje cislovka.*
na nelingvistickou otazku lingvisticka odpovéd’, Cislo je vyznam vyrazu jistého typu
vyskytujiciho se na jistych mistech v jistych typech vét

misto v tradici zdpadni filosofie: druhy kopernikovsky obrat
analogie filosofie analytické s filosofii transcendentalni

Kant analyza formalnésémantickych presupozic nasi feci o prirod¢ (fyziky)

Frege e matematickych ~ vét  (udat
principy konstituce abstraktnich pfedméta - Cisel - a vykézat, Ze jsou
logické povahy)

1891-92 ¢lanky O smyslu a vyznamu, Funkce a pojem, Pojem a predmét, cizelovan
pojmovy aparat

1893 1. dil Grundgesetze der Arithmetik (Zékladni zdkony aritmetiky), opus magnum
logicismu

1903 2. dil, rok ptredtim Russell oznamuje objev paradoxu, mnozina v§ech mnozin, které
si nenalezi

recepce

1891 Husserl zasila Fregovi disertaci Philosophie der Arithmetik, Fregova recenze
ovliviiuje H. postoj k psychologismu a neptimo vznik fenomenologie o 10 let pozd¢ji
1903 Russellova The Principles of Mathematics, v dodatku uznava Fregovo prvenstvi
1910 Carnap studuje v Jené

1911 Wittgenstein navstévuje Frega, ten jej posila za Russellem
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Logicko-historické prerekvizity spisu
zatazeni Fregovy Begriffsschrift do dé€jin logiky

ve vyvoji moderni logiky identifikovatelné 4 tradice

algebraicka logicisticka matematicka (axiomatickd) mnozinova
Boole Frege Dedekind Cantor
Peirce Russell Peano Zermelo
Schroder Wittgenstein Hilbert Neumann

Leibnizova anticipace: podobnost schematického operovani v matematice (¢islovky) a
logice (véty), pfeneseni jistoty matematiky do jinych obort:

1) characteristica universalis — umélé pismo zachycujici stavbu vét

2) calculus ratiocinator a) ars inveniendi — odvozovani vét

b) ars iudicandi — rozhodovaci algoritmus

proti Descartové psychologistickému programu ,,jasného a zfetelného* a odvrhnuti
formalni logiky haji Leibniz vyznam piehlednych schémat a jejich projekci na
neuspotadané obory

vyvoj interpretaci kopuly v subjekt-predikatové forme

AjeB

1) Aristoteles mereologicka interpretace
kruh (tfida) B obsahuje celé A

2) Kant, Leibniz chemicka resp. obsazenost v seznamu
predikat B je obsazen v seznamu predikatd definujicich A, tj.
A=B&C&...

tomu odpovida rozdil
1) logiky rozsahu rozsah je tfida odpovidajici A

2) logiky obsahu obsah jsou kritéria vymezujici rozsah nezéavisle na situaci; pro
A=B&C&...jsou definovana dil¢imi predikaty B, C, ..., tzv znaky
(Merkmal) pojmu A

Boolova algebra tfid, nejstarsi tradice

ptrekracuje aristotelskou logiku uvazovanim vyrokt

1) primary propositions - vztahy pojmu (tfid) (kategorické soudy Aristotelovy)
2) secondary propositions - vztahy vét (hypotetické a disj. soudy Stoy)
uvazovany oddelené (secondary prevadény na primary), nelze souc¢asné

Frege: propojeni obou typt

(Alik) je pes — (Alik) stéka hypoteticky soud
X je pes — x Steka kategoricky soud
algebra tfid pouze mereologické vztahy tfid, nema vztah nalezeni prvku tfid¢, disledek:
nerozliSuje ~ Sokratés je smrtelny lidé jsou smrtelni
predmét pojem (tfida)
prvek jednoprvkova

dasledek agregativniho pojeti pojmu (jednoprvkova ani prazdna nejsou souhrny)
pojmové pismo nezacind srovnavanim pojmu (tiid), ale vétou a jejim rozpadem v souladu
se substitucni strategii: ve vétach rozliSime tfidu jmen, substituovatelnych vyrazii; jejich
vyjmutim z véty ziskame substitu¢ni ramec - pojmové resp. relacni slovo
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Vyklad (uvod) — povaha logiky
vztah logiky, matematiky a psychologie
nazory na povahu logiky

(A)  pravidla logiky jsou zdkony mysleni,

(A1) jsou to pfirodni zakony mysleni, tj. popisuji, jak skute¢n¢ myslime,

(A2) jsou to normativni zédkony, tj. fikaji, jak bychom méli myslet,

(B)  pravidla logiky jsou nejobecnéjsi ptirodni zakony, tj. popisné zakony platici pro
vSechny predméty a situace,

(C)  pravidla logiky jsou zakony popisnych jazyku, zakony uziti jejich slov a vét.

logika podobné jako etika preskriptivni — nepopisuje jak myslime, ale ptikazuje, jak
bychom méli myslet (etika: ne jak se chovame, ale jak bychom méli)

(A1) psychologické, (B) deskriptivni, (C) identické s (A2), které Frege zastava
(zdiivodnime pozdéji)

3 uvodni teze Grundlagen (s. XI)

(1) wJe treba od sebe ostie odliSovat psychologické od logického, subjektivni od
objektivniho,

[(2)] po vyznamu slov je tFeba se ptat v kontextu vety, nikoli izolovane,

[(3)] Je treba mit na zieteli rozdil mezi pojmem a predmétem.

vnitin€ provazany

(1) a (3): je-li mysleni subjektivni, pak rozdil mezi 2 a prvocislem jen ve stupni ziedéni

dané ptedstavy, nikoli logicky (pfedmét vs pojem)

(2) s (3): rozdil pojmu a predmétu mé koteny v rozpadu véty (vétny holismus)

(2) s (1): (2) jako tzv. kontextudlni teze predstavuje Fregovu odpovéd’ na otazku jak je

nam dano ¢islo (,,Stanovili jsme axiom, Ze vyznam slov neni mozné vysvétlit izolovane,

ale vzdy v kontextu vety. Ndsledovanim tohoto axiomu se, jak vérim, lze vyhnout

Sfyzikalnimu pojeti cisla, aniz bychom upadli v pojeti psychologické.”, § 106)
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Matematicko-historické prerekvizity,
zrod Begriffsschrift a Grundlagen z krize zakladi

1. krize v antice: objev iracionalit

v disledku toho geometrizace aritmetiky; od Euklida a Aristotela je prototypem
geometrické, a tedy spolehlivé a védecky fadné metody

metoda axiomaticko-deduktivni; stavici na

1. na nedefinovatelnych zakladnich pojmech, pficemz

2. pro zakladni pojmy plati jisté nedokazatelné axiomy, z nichZ ostatni véty odvozeny -
prvni premisy (archai)

predpokladana logika; objev iracionalit ovSem ukazuje, Ze existuje praxe matematického
(neschematického diikazu)

logika také neni plvodné ndstrojem matematikli, ale sofisti (eleaté), uzivajicich
schematickych forem usudku k vyvozeni ptekvapivych, kontraintuitivnich zéavért
(Xenofantiv diikaz vé¢nosti boha, Parmenidiiv neexistence zmeén)

piredznamenani budouciho konfliktu:

matematika logika
aktivita per se (Brouwer), dikazy z mysleni diskurzivni (z pojmi), bez
nazornych demonstraci (z jednoho pro vztahu ke zkuSenosti;
vSechna) — konstruktivni metoda;
epagoge (predvedeni) apagoge (odvedeni)

novoveéké terminy indukce, dedukce vyznamové neodpovidaji; epagoge i1 apagoge
obsahuji deduktivni prvky, apagoge znamend spiSe nepiimy (nekonstruktivni) dikaz;
indukce vyhrazena empirickym (pravdépodobnostnim) tisudkiim

2. krize v novoveéku
anticky idedl geometrické metody trvad - axiomatizace mechaniky (Descartes), etiky
(Spinoza) a politiky (Hobbes)

Kant: odkud jistota védy?, je a priori (pfedzkuSenostni)

opakuje zjednoduSené schéma ndazorné vs. diskurzivni:

narozdil od analytické logiky (zdkon sporu, diskurzivni) je matematika synteticka,
zalozend na konstrukcich v ¢istém ndzoru (Anschauung, angl. intuition)

a) prostoru — geometrie

b) Casu - aritmetika

ptiznaky krize v analyze:

a) tfi nesourodé tradice (1) ostrovni (Newton, kinematické prvky, odtud také asi
Kantova zavislost aritmetiky na case), (2) kontinentdlni (Leibniz, nekonecné
malé), (3) algebraicka (Lagrange, proti ndzornému, tedy 1 geometrickému
vykladu)

b) paradoxy analyzy: 1-1+1-1...=(1-1)+(1-1)...=0+0...0=1-(1-1)-(1-1)=1

c) proti ndzornosti: spojita funkce nederivovatelna v zadném bod¢ (Bolzano)

analyza neni zalozena na geometrii, ta sama vyzaduje zalozeni — neeuklidovské
geometrie zpochybnuji ,,naivné* pojaté apriori euklidovskych geometrickych pravd
(jediné myslitelné)

program zakladid analyzy
1. aritmetizace analyzy (realna ¢isla jako mnoziny, Dedekind, Weierstrass, Cantor)
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2. axiomatizace, ovSem konvencné pojata (Hilbertliv obrat: neni zapotiebi intucie, staci
bezespornost)

aritmetizace vyvolava otazky po jistoté aritmetiky

(1) na ¢em je zaloZena aritmetika

uvodni otdzka Begriffsschrift — aritmetika se neopird o intuici, ale o logiku; definice
naslednika v tadé logickymi prostfedky — osvobozeni aritmetiky od ndzoru casu
(sukcese)

(2) coje cislo

vznik novych ¢isel

a) iracionality, kvadratické (Stvercova) &isla (fesitelnost x>=2), transcendentalni &isla (Ize
&isla realna ziskat z racionalnich pfidanim odmocniny), komplexni &isla (Fesitelnost x*=-
1, pozdéji geometricky vyklad), hyperkomplexni ¢isla (nekomutuji)

Fregovy otazky

1) lze postulovanim feSitelnosti vytvaret Cisla; existuje Cislo spliujici x+1=2, x+2=1?,
namitka: uloha je sporna

2) je bezespornost kritériem existence?, rizné bezesporné systémy které prakticky k
ni¢emu

3) bezespornost + jisté obecné zakony (ale které — viz hyperkomplexni ¢isla)

4) a odkud berou tyto zakony svoji silu (povaha)

Vyklad (§1-4) — historie ,,analytického*
k povaze matematiky, matematického dikazu; historicky v

§3 - modalni charakterizace predikat analyti¢nosti, synteti¢nosti, aposteriri a apriori
nepostihuji obsah, ale opravnéni k jeho tvrzeni

odpovida Kantovée pojeti modalit: modalita se netykd obsahu soudu, nybrz nasich divodii
pro jeho vyneseni

klasifikace soudii v budové védy zékon nutny (jisty)
teorém pravdivy
hypotéza mozna

pravé nutnost prirodnich zdkond tradicnim pfedmétem uvah a podkladem pro rozliSeni
pravd odlisSného pramene poznani

1) Hume: vSechny pravdy induktivni pravdy, nejisté, zalozené na zvyku
2) Kant: jak je pfirodovéda mozna?; zdkony nevycitdme z ptirody, nybrz je ptirodé
predepisujeme;
jsou apriori, ptezkuSenostni, coz lze chapat ve dvojim smyslu
a) jediné mozné (vrozené, evidentni, absolutné nutn¢)
b) nevyvratitelné zkuSenosti (relativné nutné)
dva typy apriornich pravd

analytické syntetické
neroz§ifujici poznani, pravdivé na roz§ifujici  poznani (predikat neni
zakladé formy (zékon sporu) obsazen v subjektu)
prototyp: zakony logiky prototyp: zakony matematiky
jazyk ¢isty nazor
diskurzivni nazorné

od té doby spory
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3) Bolzano — ¢isty nazor sebedestruktivni, osvobozeni analyzy od nézoru prostoru i ¢asu
4) Frege
a) Kant ma pfili§ uzky koncept analytického resp. logiky; aritmetika
redukovatelnd na logiku, neni v ni ale obsaZena jako trdm v domé, nybrz jako
kvétina v semeni, tj naSe poznani rozsitfuje
b) geometrie zlstava syntetickd apriori v prvnim smyslu (neeuklidovska je
alchymie)
5) pozitivisté
smysl maji jen véty empirické a véty logiky, tedy plati rovnice
apriori = analytické véty logiky (matematika = logika)
aposteriori = syntetické véty empirickych véd
syntetické apriori = metafyzika, vira v nutné pravdivé, na zkuSenosti
nezavislé (rozumové) obsazné pravdy
6) Brouwer
aritmetika je syntetickd a priori; nezdvisla na logice, je vysledkem mentalni konstrukce v
Case (paradigma: zlistdva ndzorné vs diskurzivni)
7) Lorenzen, Hilbert
sofistikovangjsi normace (viz dale)
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Vyklad (§5-17) — analytické vs. syntetické, apriori vs. aposteriori
problém analutického — shrnuti a rozsifeni (pribézné, rozloZzené do komentare), na zavér
postaveno na kontrolovatelny zaklad (Lorenzen)

o je analyticky vyrok? (viz stejnojmenny sbornik)
1) scholastika: propositiones per se notae (o sob¢ ziejmé vyroky)
2) Kant (ve scholastické tradici): predikat v subjektu, nerozsifujici nase poznéni, rys
zfejmosti, jistoty (tato charakteristika problematicka, neostra)
3) Leibniz: rozumové pravdy, identity, jejich opak sporny, nutné (vs. faktudlni,
nahodilé, s moznym opakem)
analytické = apriori
syntetické = aposteriori
4) Kant
syntetické — a priori i aposteriori

v této situaci za¢iname Cist A
Resumé a komentar

A) Ciselné formule, dokazatelnost (Sind die Zahlformen beweisbar?)
§5 KANT: ¢iselné formule jsou (a) syntetické, (b) bezprostiedne jisté
(indemonstrabilia = nedokazatelné), axiomy nejsou protoZe (c) nejsou obecné a (d) je
jich nekonecno
Frege (Hankel): nekone¢né¢ mnoho nedokazatelnych pravd odporuje piehlednosti
[dnes nekonecno bézné, i kdyz predpoklady na jeho povahu — OR
resp. RS]
156678+67858=9887079 neni bezprosttedné evidentni (Cisty
nazor?)
[Kant uznava a usuzuje z rovnosti velkych ¢isel na synteti¢nost
sporny moment
evidence znakem analyti¢nosti, v rozporu s vyse

Kant: nejednd se o analytické pravdy, je zapotiebi konstrukce v ndzoru (prostoru, ¢asu)
KrVB15

topime se v nevyjasnénych vztazich
dokazatelné evidentni analytické

Kantova rovnice: (1) evidentni = nedokazatelné (dokazatelnosti netieba)
(2) analytické je evidentni, ale i n€které syntetické
(3) ? evidentni (jist¢) = nutné (apriori); to je prosté uzndni
syntetickych predzkuSenostnich pravd
najednou oviem (4) CF nejsou evidentni
z &ehoz usuzuje na (5) CF jsou syntetické
tedy novy predpoklad (6) evidentni = analytické
uzs§i pojeti evidence (nendzorna, diskurzivni), nezahrnuje konstruovatelné¢ (vztah
diskurzivniho a nazorného),
ale 1 to nuti revidovat nedokazatelnost, tedy bod (1), nebot’ CF nedokazatelné, ale neev.

Frege: spise to vyvraci nedokazatelnost, (vyjdeme-li z bodi (1-3), které tim zachovany)
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dokazatelnost, evidentnost a analyticnost Frege problematizuje, konkrétné rovnost
nedokazatelné = analytické

proto (§3)
analytické definovano jako dokazatelné, ale z logickych zdkont
synteticky: nutné pfidat pravdy spec. oboru

aritmetika obsazena v logice — je v jistém smyslu — ale ne jako tram v dom¢]

§6 LEIBNIZ: dokazatelné
2+2=4 neni bezprostiedni pravda
2+2=4
def. 1+1=2
2+1=3
3+1=4
axiom LP [pro vypolty — transformaci do stand. stavu
nezbytny] (LP podle Leibnize axiom, ale lze
1 definice)
2+2=2+1+1=3+1=4
Frege [ale jiz Bolzano]: chybi asociativita a+(b+c)=a+(b+c)

¢isla jsou ndm déna rekurzivni definici vzchazejici z 1 a pficitani 1 (s)
[neni jednoduchy disledek Leibnize, rozdil ¢islovky a ¢isla otdzkou, nekoneéné mnoho
definic (jak dany?)]
¢iselné formule dusledky definic a obecnych zdkont (asociativita)
také si to mysli
Grassman, (Hankel) zékon a+(b+1)=(a+b)+1 ziskan
z definice sumy atb: ten clen fady, pro né&jz plati
at(b+1)=atb+l
[opacny postup nez Frege propaguje, zdkon z definice!]
Frege a) divna definice, abych rozumél vyrazu a+(b+e), musim rozumét a, b, +, tj. i a+b
(kompozicionalita vyznamu, zésady definice — definiens musi byt plné znadm)
b) spiSe minéna rekurzivni definice sCitdni [nutno zpiehlednit: rekurze, =oper.,
PA, vSude piedpokladano +1, resp. s]
c) 1 tak zOstavd otdzka, zda je podminka (ten clen fady, ktery...) korektni
deskripce, [otazka jak minéno: odvisi od pojmového ramce]
[pohybujeme se na trovni prostych symbold — definice ¢islovek, produkce vét, a jejich
ohodnoceni; rozdil mezi generovanim notace a Cisel
problém definice s¢itani

mluvime pfimo o ¢islech zacinat ¢islovkami
rekurze indukce axiomaticky
fi(x, 0)=g(x)=x x+/=x/ x+0=x
(£, y+1)=h(x, y, Fi(x, )=ty xty=z - xbyl=zl xc+s(y)=s(x+y)
predp. s(y)=y+1 junkce s ¢arkou' +, s funkce
+ funkce?
xHy+1)=(x+y)+1 x+y/=z=(x+z)/

a) garantuje definice rekurzi
b) co znamena, x+y=c a x+y=d, pak c=d (pfedtim bychom neméli uzivat znak =), indukeci
pies y (/); z ohodnoceni komplexnich termi pravidly 1ze dokazat komutativnost etc

'x0+1=1, x1+1=2, x2+1=3, ..., if x+1=y then x9+1=y0
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S=m, T=n, m+n=p pak S+T=p; S=p, T=p pak S=T

¢) zalezi na tom, + funk¢ni symbol takze se predpoklada, ze mu odpovida fce, pro kterou
navic P (ty by mohly byt ovSem s funkci neslucitelné x— pak sporny axiom. systém,
nebot’ mu naleZi i charakterizace f jako funkce; a+b=1=2 — pfedefinovano; typicky spiSe
nedodefinovano — neizomorfni funkce)

Frege ovSem: zkonstruuje Cisla jako ur¢it¢ mnoziny, mezi nimi definuje relaci, o niz
nutno dokazat, zda funkce]

§7 synteti¢nost, analyti¢nost, apriori, aposteriori pieveditelné na dokazatelnost z
obecnych zakont

[navrat k expozé
5) empiristé — redukce rozumovych pravd, analytického, apriori — vSechno
zkuSenostni, syntetické, aposteriori
axiomy matematiky, geometrie, logiky zkusenostni pravdy
]
MILL: podobné¢ jako Leibniz aritmetiku odvodit z definic,
ale: vSechno védéni empirické
2+1=3 neni jen definice, ale i pozorovani (véta), totiz ze skupinu tii véci lze rozlozit na
dvé a jednu (F: predpoklada fyzickou délitelnost, ,,+ lepidlo, zrakovy vjem — 3 chut¢, 3
udery se nehodi),
spjatost s pozorovanim, ?velka cisla — nutné pozorovat 99999999 predmétt

[pfedznamenani vyvraceni empirické povahy cisla]

§8 jak pozorovat 0 kaminkd, Mill moznd oznaci 0 jenom za fikci, bez vyznamu
(jenom hra se symboly), ta hra ale vyznam ma, tedy i 0, a ostatni ¢islovky, a tento
vyznam, a to samostatny, nezavisly na smyslech

[proti formalistické matematice, Frege extrapoluje k mimojazykovému vyznamu,
pfedmétu, ne zcela opravnéné, Wittgenstein — vyznam c¢islovek neni pfedmét, ale uziti,
role, jako Sachové hra — formalismus?]

Millovo fyzikalni pojeti jen u Cisel do jisté vySe [Husserl — Philosophie der Arithmetik],
role zkuSenosti v poznani matematickych pravd

otazka po apriori — zda aritmetika moZna, aniZ bychom méli viibec zkuSenost s
predméty (Kantlv problém — vSechno poznani za¢ina zkuSenosti, ale neprameni z ni)
Spatné polozeno, a priorni pred zkuSenosti chapano casové [lépe — podminujici
zkusenost, faleSna ptedstava o apriori, vrozené pravdy atd.]

kdybychom empirické definovali jako=vyzadujici pozorovani k pochopeni obsahu, pak
jsou empirické 1 fiktivni pfibeéhy (o baronu Présilovi, nebot mnohé muselo byt
pozorovano, nez byly napsany)

B) Zakony, induktivnost (Sind die Gesetze der Arithmetik induktives
Wahrheiten?)

§9 ciselné formule odvoditelné z definic a obecnych zakonii

[rekurzivni definice ¢islovky (+1), definice sCitdni, LP pro slozené vyrazy — odpovida
Grassmanovi a Hankelovi (Lorenzen, u nichz asociativita dokazovéana; Frege ji
predpoklada]

¢iselné zakony nejsou prirodni zakony (normativni prvek)
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jak se domniva Mill, s¢itani neodpovida pouze hromadéni predméth (kapka plus kapka),
normativ

[§87 zakony Ccisel nejsou piirodni zakony — nevyzaduji empirické ovéfeni — jsou to
zakony ptirodnich zdkont, apriori fyziky]

§10 aritmetické véty induktivni zdkony?
z pozorovani nékolika Cisel usuzujeme na vSechna

indukce vyzaduje stejnorodost, kterd podkladem zobecnéni
Leibniz: A: jediné mody c¢isla jsou vice méné, proto jednoduché jako
geometrie
B: to plati o bodech, ale ne o Cislech, které lze porovnavat dle
mnoha vlastnosti
chybi podklad pro indukci
indukce empiricka (vrtani diry)vs indukce matematickd (konstrukce tady)
ie pouze vysokou pravdépodobnost, sama tedy matematiku ptfedpoklada

§11 Leibniz — vrozené pravdy, neni pravda, ze vSe co se u¢ime neni vrozené

C) Syntetické apriori (Sind die Gesetze der Arithmetik synthetisch
apriori oder analytisch?)

[navrat ke Kantov¢ déleni, klasifikaci pravd na analytické ...]
§12 syntetické nejen aposteriori, ale i apriori (ditvody minule)
Mill aposteoriori, vylouceno, zbyva rozdil Saa A

[dalsi rozdil:

diskurzivni (pojmové) pravdy vs. z konstrukce v ndzoru

(minule apagoge, epagoge)

nazor Vs pojem

zakladni rozliSeni, singularni a obecna piedstava

nazor a pojem — dvé nutné slozky empirického poznani (KrV)

,»hazor bez pojmu nepiedstavuje poznani“ = soud, nazor reflektovand predstava =

Anschauungsurteil; predstava je vzdy predstava né¢eho (pojmu)
logika — pouze pojem vztah k rozumu
empirické védy — vyzaduji nazor, vztah nadzoru k smyslovosti

— skrze néj dany empirické predméty

matematika — zabyva se formou nazoru, ¢asem a prostorem (empirické predméty nutné
v prostoru a ¢ase), (aprirorni podminky toho, aby reprezentace oznacovala emp. predmét
— identifikovatelnost v prostoru a cCase)
prostor a ¢as samy v singularu (jeden prostor, jeden Cas)

— Cisté nazory, v nichZ konstruovany matematické objekty [Strawson]

to zajiSt'uje apriornost, jistotu matematiky]

transcendentalni estetika (forma a podminky smyslového poznani); nazor vazany na
smysly psychologicky omezeny (100000 knih, schopnost mysli néco nazfit, Husserl — jak

si predstavit velké mnozstvi lidi), logicky predmét Sirsi

§13 neptehanét spojitost s geometrii [= s jeji ndzornosti]
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stejnorodost bodd, ... (Leibniz) odkazuje k potiebé nazoru, zatimco matematiky pestrosti
predméti a vlastnosti poukazuje na jejich samostatnost, nezavislost

.....

geometrie ovlada prostor ndzorného (fantazie nejsou proti geometrii, negeometricky svét
si mizeme jen myslet, ne predstavovat
[apriornost geometrie, absolutni vyklad apriori
jediné mozné, nemyslitelné (=nepiedstavitelné) jinak, vrozené
a priori
relativné nutné, nevyvratitelné zkuSenosti, ale nahraditelné]
neeuklidovské geometrie jdou proti predstavivosti, a nejsou apriori

aritmetika ovlada sféru pocitatelného, a to je SirSi nez nazorného
je tedy spjata s myslitelnym nejen s predstavitelnym, tedy se zakony mysleni (logikou)

§15 Leibniz: apriori (nutné) = analytické, logicismus
nutné pravdy preveditelné na identity; ztraci na hodnoté: vSechny pravdy dokazatelné

§16 Jevons: ¢islo je logické rozliSeni a algebra jen vysoce rozvinuté logika
? aritmetické véty samé identity, bezobsazné jako logika

Mill proti logické povaze matematiky — pouhym studiem operovani s jazykem nelze
odhalit skryté pfirodni zdkony
[1] n€kolik véci smiseno — (a) logika = studium operovani jazyka, pravidel jeho uziti, (b)
matematika = obecna ptirodovéda
Frege se vyhranuje viici (b) a tikd, Ze (i) je nutné rozd¢lit aplikaci matematiky od
matematiky samostatné, a (ii) popird v tomto samostatném uziti omezuje na pouhé
operovani se symboly — md samostatny vyznam
[(a) je pozoruhodna anticipace vyvoje analytického
6) pozitivisticka specifikace analytického (ala Wittgenstein)
syntetické — tykajici se svéta objektsprache
analytické — tykajici se jazyka, Ustici v tautologie metasprache
véda studium svéta
filosofie studium jazyka
analytické aposteriori jak fakticky uzivame jazyk (Carnap — tautologi¢nost je
syntakticka charakteristika véty)
jak bychom méli uzivat jazyk (Ayer)]

§ 17 [pocatek zmateny, hovoii se o indukei, ale; nenechat se zmast]

Ciselné zdkony jsou obsazeny v logickych, 1 kdyZ ne evidentné, je tedy zapotiebi provést
jisté transformace a tim aplikovat nazor, empirickou kontrolu

ta ale na urovni ,kunstfertiges Handhaben der Sprache®, a matematika analyticka
(Lorenzen — formalni)dalsi vyvoj pojmi

sofistikované

1) apriori — nevyvratitelné zkusenosti, podminujici, konstituujici tutéz

2) podle empiristii jsou vSechny zakony aposteriori a syntetické (induktivni pravdy), ale
alespoii indukce apriori

Poincaré - synteticka apriori
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Rekonstrukce ortoretminti syntetického etc.

véty a argumenty (Gsudky) nevynasime jen tak (tapetovani stén), ale viici nékomu

ve spolecenské praxi udavani a vyzadovani diivodu, inferen¢nich zavazka (Brandom)
logika normativem této praxe, regulativem rozumného dialogu

vyznam spojek, pravdivost slozenych vét 1ze zavést dialogicky, nikoli staticky (shodou
véty se skutecnosti), ale moment socidlni praxe

kazda vypoved’ tohoto typu je tvrzena nékym vici nékomu, tedy v dialogu, zavazi se oba
partnefi, proponent a oponent, k respektovani nasledujicich konvenci: pfi¢emz o vétach
A, B ... jiz panuje co do kontroly shoda, vynesenim véty se zavazuje Ze na Gtok oponenta
bude reagovat urcitym zptisobem

tvrzeni utok obhajoba
AvB ? A

AvB ? B

AAB L? A

AAB R? B
A—B A? B

— A A?

Vi AX) | ? A(N)
AxAx) | N? A(N)

Vezméme jako priklad vétu: "vSichni ateisté jsou zlovolni nebo slabomyslni". Tato véta
ma formu Ax.A(x)—Z(x)vS(x). a dialogicka hra mtize probihat takto:

oponent proponent
1. A A(X) = Z(x) v S(X).
2. lord Russell 7 | A(R) — Z(R) v S(R)
3. AR)? | 2
4. o | Z(R) v S(R)
5. 7| Z(R)
6. ?

v (3) a (6) napadeni neslozenych vét

vymyslet jak postupovat aby dialog terminoval (O uto¢i na prvni vétu riznymi jmény)

General Rule (G) kazdy hra¢ bud’ napadne tezi, kterou v piedchéazejicim tahu tvrdil
protihra¢, nebo se haji proti vypadu, ktery protihrac
v ptedchazejicim tahu ucinil.

Winning Rule (W)  proponent vyhrél, jestlize obh4jil napadeny elementidrni vyrok
nebo kdyz oponent napadeny elementarni vyrok neobhdjil. (totéz
pro oponenta pii G)

jedna z moznosti implikace
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1. A— B A—B
2. A? |? A?| B
3. ?

Proponent vyhraje umi-li obh4jit B nebo vi-li, Ze oponent neumi obh4jit A. UvaZzme vSak
implikaci z ptikladu o Russellovi.
Zdalo by se totiz, Ze nez se P pusti do obhajoby B ma se pravo zeptat na A tvrzené O
(Russell). Za ptedpokladu W-definitnosti podobné uvahy nehraji ptili§ velkou roli, nebot’
proponent vi pfedem, zda je oponentovo tvrzeni pravdivé ¢i nikoli a podle mize toho
volit bud’ obhajobu nebo utok. U tvrzeni komplikovanéjsich ("x je prvocislo") nez je zde
uvedené by tak ale na sebe musel vzit tihu ovéfeni oponentem tvrzeného predpokladu. :
(G" proponent muze bud’ napadnout nékterou z oponentem tvrzenych tezi,
nebo se hgjit vici poslednimu oponentovu utoku; pro oponenta ziistava
v platnosti pravidlo (G).
Tomuto pravidlu se fiké konstruktivni, zatimco pravidlu (G) ptisné¢ konstruktivni. Dalsi
liberalizaci Ize ziskat tzv. obecné pravidlo klasické:

(G") proponent miize bud’ napadnout né€kterou z oponentovych tezi nebo se
hajit vic¢i nekterému oponentovu toku; pro oponenta zlstava v platnosti
op¢t pravidlo (G).

Pro tvrzeni formy —A v B bude pribéh konstruktivniho dialogu totozny s dialogem
ptisné konstruktivnim (utok na disjunkci neni poslednim tokem), pro elementarni A, B
se prubéh konstruktivniho dialogu o0 A — B méni:

1. A—B
2. A? ?
3. (A) B )

Pravdivou nazveme vétu pro niz existuje vitézna strategie vici libovolnému oponentovi.
Necht je A néjaka elementarni véta, uvazme nyni dialog pro vétu A — A:

1. A—>A

2. A? A

3.2 ? 72
(A)

Nepodafi-li se mu vétu A obh4jit, pak proponent vyhrdl, v opacném piipad¢ staci
oponentovi obhajobu zopakovat; tato véta je tedy konstruktivné pravdiva. Na rozdil od
predchoziho ptipadu vSak ve své strategii proponent nepouziva zddnou znalost véty A -
dialog dokéze vyhrat pro libovolné (elementarni) tvrzeni; pouze se znalosti pravidel. (Ale
1 pro neelementarni, sta¢i jen zrcadlové opakovat tahy oponenta, dokud se nedojde
k elementarnim formulim).

vyhra pouze na zakladé znalosti pravidel

Dialogicka logika vyriista zoperativni matematiky. Zatimco predmétem
metamatematiky jsou urcité kalkuly, jsou predmétem operativni matematiky
kalkuly libovolné (Curry) (tim neni feceno ze op. matematiky vycCerpava matematiku
celou).

kalkul — schéma pro generovani figur

Sepiseme kalkuly:
(11 = =]  =I= [<]  =I<x]
n=n| X=y=x|=y| X<y=Xx/<y|

K+) =a+|=d|
atb=c=>a+bl=
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na jejich bazi zdiivodnime (zalozime pravdivost) vét elementarni matematiky

(Kantovo Handlungsschema, navod k jednéni, o n¢j se opiraji mat. pravdy, nikoli

o vé¢nost; nekonecno je formou rekurze)

x<yE|-[<]x<yatd.

Tvrzeni elementarni véty je tedy tvrzenim konstruovatelnosti. Jiz dikazy
neodvoditelnosti ukazuji, Ze diikkaz je nutné chapat Sifeji nezli jen jako mechanické
operovani s figurami.
prikladem principu platného pro kazda kalkul
Princip indukce M¢jme kalkul L s pocatky Aj, Ay, ... apravidly: Bi= C;

B,= C,

a proménnou s, jejimz oborem jsou figury odvoditelné v tomto kalkulu, pak pro kazdy
kalkul M a kazdou jeho formuli D(s) plati:

D(A1); D(A2); ...; D(B1)= D(Cy); D(B2)= D(Cy); ... I‘M D(s).
Vztdhneme-li objektovou proménnou s na kalkul [1], generujici pfirozena Cisla, pak ma
tento princip formu:
(A2) A(D; A=A H1T As)
oproti axiomatické metod¢ ¢i tvrzeni, ze indukce je neobhajitelna (kruh v metajazyku),
mu ji dokdzeme, ukazeme strategii jak hajit v dialogu
ovSem ve form¢ véty — zatim fe¢ o kalkulech, ptfechod k logice pies fe¢ o ptipustnosti
pravidel (Regellogik, opustme), uvazujme ve formé¢ implikace

LA Ay A®y).

2. AMARX) — AK])

3. ‘? A(|H)

4.9 ? :

Z: Ay = adl D A(l)? Z;

] Al D RE: o

Cadhoadlh o adle g
Al T A(l T

dialog uzavten jako ve formalni hie
nevyuzili jsme jen pravidla, ale konstrukei ¢iselné fady (mimologicky kalkul)elementarni

vidime tedy:
véty aritmetiky obhajitelné konstrukci (nebo jeji nerealizovatelnosti)
konstruktivni, syntetické

presto blizké logice, nebot’ se opiraji jen o jisté kalkuly a praci s nimi

Ctyfi druhy apriori

a) formaln¢ syntetické aritmetika
b) formaln¢ analytické logické pravdy

definice stary mladenec = nezZenaty muz
c¢) materialné analytické predikatorovéa pravidla

Stéka pak pes (lvi nestékaji)
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(pragmatické, nelze je vyvratit
zkusenosti, 1 kdyz s ni souvisi; nepiijdeme ovéiovat stejné
jako fa, ale naucili jsme se na ni)

d) materialn¢ syntetické geometrie
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Vyklad (§18-27) —o bjektivni vs. skute¢né a subjektivni, platonismus

II ¢ast (Minéni spisovatelii a pojmu c¢isla) — preliminaria odpovédi na otdzku ,,co je ¢islo*
resp. o ¢em mluvime, jakou strukturu ma véta, Ze tam a tam je urcity pocet veci

Anzahl, Number, pocet, kardinalni ¢islo (§4 — tkolem knihy Anzahl, kladné celé ¢islo —
omyl, nezaporné); odpoveéd’ na otazku ,,kolik*

Komentar

§18 Cislaz 1 a+1, tyto tfeba vysvétlit (Leibniz, Mill, Grassmann )

CF z definic a obecnych vét,

[obecné véty

1) (Leibniz) napt. asociativni zakon, (Grassman, Hankel) ten lze ovSem dokézat
z definice sCitdni primitivni rekurzi a+(b+1)=(a+b)+1, (korektni?) pak je
obecnou vétou zdkon tuto rekurzi obhajujici resp. garantujici korektnost
rekurze (Dedekind dokazal teorém existence jedine¢né funkce);

2) Lorenzen korektnost definice s¢itani a na ni zalozenou asociativitu obhajuje
indukci, kterou ovSem dokazuje v dialogu; vysledek opacny Fregovi —
syntetickd aritmetika; vSechna tvrzeni z definic kalkulii

3) axiomaticky pfistup — asociativita dokdzana z definice sCitani + schématu
indukce (OV); schéma analytické — Poincaré syntetické apriorii

pohybuje se mezi
radikalné konstruktivni (operativni) a axiomatickou metodou
vizminule  kalkul axiom
teorie rekurze mezi

ta ma konstruktivni bazi — vSechny rekurzivni funkce jsou konstruovany via mozné
jméno (funkce jako konstrukce a jako graf — kritéria identity)
Fregovo misto tézko identifikovatelné
Cisla konstruuje, a to v syntakticky vystavéném systému (co funkce to jméno)
GG jsou prezentovany axiomaticky, tyto vSak nemaji charakter schémat, ale pravdivych
vt
blizko naivni teorii mnozin

]
odtud i: obecné véty z pojmu ¢isla (jisté mnoziny, s¢itani jako sjednoceni, pievedeno na
logické zédkony a operace)

§19  proti pokusim o geometrické pojeti Cisla [Fregiv posledni pokus z roku 1924
geometricky byl]
Newton — cislo je vztah veli¢iny k jiné, chapané jako jednotka [vztah uhlopficky
jednotkového ctverce ke strané je odmocnina ze 2; Fregliv zpiisob definice redlnych cisel
v G@],
prilis Siroké, Anzahl — odpovéd’ na otazku kolik, vyjadiuji pocet
Masszahl - jak velka je veliCina ve vztahu k veli¢in¢ jednotkové, vyjadiuji miru
[neni spravné zacit tim nejobecnéj$im . 1924 ano, geometricky a pak ke komplexnim,
nyni] definice ¢isla v uz§im smyslu se vyplati,
1) Euklidés definuje pojem ,,rovnosti poméeri délek™ z ,,Gleichvielfachen®, a to lze
prevést na rovnost &isel?

% 2/5 a 3/4 nasobeny 2/1, tj. horni resp. dolni &leny ,,Gleichvielfachem®; 4/5 a 6/4, kdy 2< 5 zachovano
4<5, ale 2>1 pieslo v 6 >4
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2) zGstava problém takto definovaného c¢isla k Cislu bézné pocetni praxe;
geometrické Cislo pfed otazkou — kolik?, zatimco takto definované miize
odpovédet kolik jednotek je v délce

3) redukce racionalnich, iracionalnich ... na cela
[kazdé redlné urcCuje fez na raciondlnich, realnéd cisla uchopena jako fezy rac.-
posloupnost lepsich odhadii]

§20  definovatelnost ¢isla

Hankel to, Ze 1ze néco 1, 2, 3 krat polozit nelze obejit

Leibniz adekvatni idea — velmi zfetelna

nedefinovatelnost ¢isla je spiSe znakem netispéSneho pokusu o definici

A) Cislo jako vlastnost vnéjSich (empirickych) predméti

zdravé jadro zkouméni — ¢emu piislusi (zukommen) ¢islo, o ¢em je Cislo, cemu je Cislo
pfipisovano (beigelegt)

§21  studium bézného uziti ¢isla adjektivni — vyznam atributu, stromd je pét,
oproti matematickému substantivni 5=2+3

z toho hypotéza: A) v adj. uzivano analogicky k stromy jsou zelené

z toho: B) ¢islo je vlastnosti empirického prfedmétu

M. Cantor, Schroder — Cislo abstrahovano z vnéjSich véci (proto aplikovatelné na svét),
jednicky z jednotek abstrakei od zvlasStnich vlastnosti a reflexi na jejich cetnost

§22 1) proti B) (Bauman) pfipis Cisla je ptipis empirické vlastnosti
smyslové pfedméty nepiedstavuji pevné jednotky, pouze body, které 1ze pojimat jako
jedno 1 jako mnohé
Ilias — barva, tvrdost zGstava pevna
- pojetim jedna basen, 24 zpévi, velky pocet verst
2) proti A) ¢isla nejsou ptipisovana distributivné
ptedloZenim samotného bali¢ku karet neni dana odpovéd’ na otazku ,.kolik?*
nutno fici — kolik ¢eho; tim pfedznamenana odpovéd’ na otazku ¢emu je pfipisovano Cislo
pojmu, a to sortalnimu, s diskrétni, a proto pocitatelnou extenzi
[z toho si Ize v predstihu odnést
1) neurcitost deixe — Quine
k udéani vyznamu: toto je Nil + gesto nestaci, nutné vice reprezentaci (toto je Nil, toto jiz
ne ...), triangulace vyznamu, kritéria identity role pro konstituci pfedmétu
toto je ,,Vojna a mir titul toto takeé
vytisk toto ne, jen vypada jako ta ze véera

pfi vlastni reifikaci, fixovani vyznamu, staci fici

tento titul je Vojna a mir

tato feka (ne jeji rameno) je Nil
ma diskrétni, poctem definitni extenzi (vytisky a tituly mé knihovny se 1is1)
vs latkovy term, vSe ¢ervené u mé doma (délenim cerveného opét Cervené, kralika kralik
nikoli)

2) potieba pojmu pii pozndni, nestaci pouze singularni reprezentace, aby vyjadrily
poznani (Objektivbezug) — doprovozeny pojmem (pfedstava ¢eho?); teprve ndzor a
pojem daji dohromady soud]
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jestlize témuz predmétu (reprezentaci) mohu timtéZz pravem pfipisovat rizné vlastnosti,
neni jejich nositelem — fyzicky pfedmét tedy neni nositelem ¢isla

§23  Mill — ¢islo oznacuje vlastnost, nalezejici (empirickému) agregatu, ktera ho
spojila nebo rozlozila charakteristickym zptsobem

[rozlisit a) Cislo prislusi agregatu

b) agregatu fyzickych predmétt
to, Ze Cislo nalezi souboru jako celku je jediny seridzni rival Fregova pojeti, vyfizeny
to druhé je naivné-empiricka agregativni koncepce mnoziny — soubor ptedméti, kdyz ne
fyzicky, tak alesponi mentalné spjatych]

musi byt véci spojeny (svazany dohromady) aby mohly byt pocitany
pocet zajicli, pocet slepych v Risi, pfestane byt sto stébel po rozvazani sto stébel

§24 proti fyzikalnimu pojeti — velka aplikovatelnost ¢isla

Locke - pocitat Ize lidi, and€le, jednéni, kazdou existujici véc
Leibniz — proti scholastikim je véc aplikovatelna i na netélesné véci
to svédci proti jeho abstrahovanosti z fyzikalnich véci

§25 Mill — ¢islo je fyzikalni fenomén: tii jablka se od dvou empiricky lisi
1) znovu neurcitost deixe: jeden par bot se od dvou bot empiricky nelisi, knihy mé
knihovny
2) dva pojmy od tii také ne
Berkeley — ¢islo vznika v nas, zalezi na naSem pojeti [co na jevu pocitame]
cesta k subjektivnimu zakotveni Cisla
B) Cislo jako néco subjektivniho
§26 zkoumanim jak v nés vzniklo dopé&jeme k jeho definici

proti psychologismu, vnitini introspekci nezjistime zadné vlastnosti ¢isel

»Cislo je tak malo pfedmétem psychologie jako Severni moie“, o némz se také nic
nedovime z psyché moteplavci

[

Fregeho téma, prvni zasada — odliSovat psychologické a logické, subjektivni a objektivni

vychodiska psychologické sémantiky, novoveke filosofie zamétené na subjekt

subjektivni objektivni
mysl svét
jisté (nepochybné) pochybné

novoveké odmitnuti metafyziky

svét empirické zkuSenosti ziistdva pomijivy, nejisty

jistotu vécného svéta platonskych ideji nahrazuje jistota svéta ideji ve smyslu
subjektivnich pfedstav;

svét predstav svét predmét
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zde se odehrava mysleni, je sférou smyslu, obsahu nasich vét

mysleni = pfedstavovani, srovnavani predstav

myslime si, ze Petr Veliky zalozil Petrohradu, spojime ptfedstavy Petra, zakladani, a
Petrohradu, vétou pak vyvolavame tutéz piedstavu v druhych, ti ndm pak rozumi (jak
nese myslenka informaci?)

uvahy v abstraktnich oborech, ¢isla nejsou vidét, jsou to predstavy
matematika = mentalni aktivita (Brouwer)

pasuje do deleni
matematika je jista, a tedy subjektivni svét nejisty, tedy objektivni

Frege poukazuje

A) subjektivni, podléha nasi libovili, B) ,,Severni mote je 10000 mil dlouhé*

je na nas zavisly nezavislé co si pfedstavujeme

ma predstava slona se méni ze zluté na rizovou a myslime (Bolzanova véta o sob¢)
existence predstavy existence Severniho mote

to Ze je tak a tak barevna platnost véty

(i zde je platnost v jistém smyslu nezavisla!)

C) velikost mote, platnost Goldbachovy domnénky, existence sudého cisla, které neni
souctem dvou prvocisel
podoba se spiSe pravé strané,

zaprvé je nutna diferenciace svéta

skute¢né nevycerpava objektivni
subjektivni objektivni
vnitini svét predstav skutecné neskutecné]

wRozlisuji objektivni od toho, na co si je mozné sdahnout rukou, od prostorového,
skutecného. Zemska osa c¢i stred hmoty slunecniho systému jsou objektivni, ale nerad
bych je nazyval skutecnymi tak jako samotnou Zemi.*“ [GL, § 26]

Zemé rovnik
je mysSlend, ale nikoli vymyslena ¢ara (vykladovy moment, nikoli ad hoc fantazie), neni
mySlenim vytvofend, ale jen uchopend, objevend, jako Nordsee ¢i ¢islo jistého typu

plati artikulace
zéavislosti nezavislosti na libovili jednotlivce

extrapolace k platonismu

Cisla, abstraktni objekty nezavisle bytujici objekty, které jsou nami jen nahlizeny,

objevovany a uchopovany

proti tomu hajim: Frege vyjadiuje negativni stanovisko viici psychologismu, artikuluje

pojmové rozdily, nikoli zpravy ze zasvéti — Casova nezavislost znamena tolik, ze narozdil
M¢l jsem tehdy hlad

jeu véty GD

zbytna specifikace toho, kdy a kdo ji pronesl
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Frege uvahy o objektivnich, le¢ neskutecnych predmétech v souvislosti s komunikaéni
roli véty

toto tvrzené je to, ¢emu musi byt rozumeéno, je to intersubjektivni korelat véty, tzv.
mySlenka

uvazime-li pfedstavu — néco, co n¢kdo ma, co ale pravé proto nemiize sdilet s jinymi
(Wittgensteinovy tvahy o bolesti — nemtizes mit moji bolest)

K tomu by bylo zapotrebi sjednotit smyslové viemy nalezZici dvema riiznym védomim ve
vedomi jediném. I kdyby ale bylo mozné nechat z jednoho védomi predstavu zmizet a v
druhém ji objevit, prece ziistava jeste nezodpovézena otdzka, zda by se jednalo o tutéz
predstavu.*“ (§27)

oproti tomu obsah véty, myslenka je vSem pfistupna

— to neni platonistické tvrzeni, ale negativni vymezeni, rozdil, vychdzejici z fungujici
praxe dorozumeéni, ktera je brana jednoduse jako fakt

to, co je vyjadieno Pythagorovou vétou
neni mym vyhradnim vlastnictvim, mimo prostor a ¢as, bez vin¢, nehmatatelné
svet 1 svet 2

je nutné uznat svét 3
pfistupné mysli — mysleni mozna s predstavovanim nutné spjaté, ale lisi se, predstavy
,mame*, myslenek se ,,chapeme*

nezavislost na liboviili jednotlivého ¢lovéka,
tyké se obsahu (to, ze ...), pravdivosti vét
existence feseni jistych rovnic, ¢isel; vyznami slov
ale ne na ¢lovéku viibec (coz je Fregovi mylné ptipisovano, ontologicky platonismus)

pod slovem ,,pes si miizeme predstavit libovolného chlupéce, ale vyznam slova zménit
nemuzeme, protoze je dan urCitou praxi (Protdgoras — homo menzura)

v jejim rdmci mizZeme tento vyznam objevit, ne si ho vymyslet

to, Ze je vyznam slov nezavisly na jedinci, znamena, ze Zije v praxi bézné komunikace,
¢teni, vykladu textli apod. — neni spojen s vyrazem jako s muzejni nalepkou (fyzicka
blizkost, ID)

opravnénost tohoto sémantického platonismu potvrzuje Frege sam definici
objektivniho

,Objektivni je [...] zakonité, pojmoveé, souditelné, to, co Ize vyjadrit slovy. [...]*
»Objektivitou rozumim tedy nezavislost na naSem vnimdni, nazirani a na nasich
nezavislost na nasem rozumu [sic!]; nebot zodpovédét otazku, co véci jsou, nezavisle na
rozumu, by znamenalo soudit, aniz bychom soudili, prat koZich, aniz bychom jej
namocili.*

svét 1 svét 2 svét 3

zavisly na subjektu zavisly na jazyku (rozumu)..................

objektivni = intersubjektivni

problém fregovské interpretace
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1) plati zavislost pro svét 2?, ano, je-li vykladan transcendentdlné, tj. svét podminén
apriornimi strukturami naseho jazyka (subjektpredikatova forma, déleni na predmét —
théma, a jej rozvijejici privlastek — rhéma)

2) rozd¢leni obsahu na smysl a vyznam; pfedmét a pojem

jméno pojmové slovo véta vyjadiuje
smysl smysl myslenka urcuje (zp. danosti)
piredmét (spada pod) pojem pravdivostni hodnota

vyznam jména je pfedmét, predikatu pojem

svét 1 svét 2 svét 3
piedstava smysl (to ¢emu na vété rozumime)
vyznam (Napoleon) vyznam (5, pes)
(emp.) predmét (abstr.) ptedmét, pojem
Wittgenstein vyznam cosi co nelze rozbit (Napoleon je mrtvy)
nositel vyznam
empiricky pft. logicky predmét
fiktivni pfedméty

zprvu jsou vSechny predméty fiktivni, jediné co o nich vime je platnost jistych vét

realita neni logicky pojem, je to saturovana moznost; rozdil empiricky a abstraktni logika
nezna

3) rozdil smyslu a vyznamu problematicky

svét  vs jazyk
vyjadfované, sméfujici mimo jazyk (primarni role) Vs jazyk a jeho uziti

vyjadfované vs pravdivostni podminky tohoto vyjafeni
(smysl je zptisob danosti vyznamu, myslenka je smysl véty, jeji vyznam je WP, myslenka
jsou pravdivostni podminky véty)

]

Kant: prostor ndlezi nazoru (je jeho formou), jak se nam zjevuje svét

[— subjektivni vyklad apriori; to Ze se vSem jevi stejné je kontingentni véc dand vyvojem]
piesto je na ném néco objektivniho — vSichni uzndvame tytéz axiomy pro orientaci ve
svete

»Objektivni je [...] zdkonité, pojmové, souditelné, to, co Ize vyjadrit slovy. |...]
[Kant ptejal z¢asti novoveékou dichotomii

nazor (pfedstava) — zptisob jak véci dany, nezévisle jak jsou 0 sob¢
déany v prostoru a Case mimo p a ¢

n sam je subjektivni k objektivnimu poznani zapotiebi pojem

nazorné diskurzivni

smysly rozum

vysledna rovnice (aproximace)

nazorné = subjektivni diskurzivni = objektivni

]

Cisty nazor mimoverbalni [proto geometrie syntetickd, zatimco aritmetika a logika
analyticka; analytické vs syntetické odpovida nazorné vs diskurzivni]

¢ista nazor nesdélitelny [neobjektivni, tj. je subjektivni charakteristika]

ptiklady z projektivni geometrie (studium vlastnosti figur s ohledem na polohu, nikoli
m¢éftitko; projektivni vlastnosti — invarianty projekce)
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princip duality: nahraditelnost pojmovych dvojic salva veritate (bod za rovina a vv,
pfimka za pfimka, spojuje za protinaji se a vv; ,,dva body urcuji piimku s, kterd je
spojuje*, dveé roviny urcuji piimku v niz se protinaji“

[Hilbertovy implicitni definice: zdkladni objekty lhostejné (diive pevné definované, dané
nazorem), axiomaticky popsany vztahy, kostra mezi nimi — Wissenschaft ist
Struturwissenschaft], pod body minime body i roviny, pifimka spojujici body odpovida
prusecnici rovin

[nejasné: ?

objektivnimu odpovidaji jazykem vyjadritelné, neménné vztahy (strukturalni vlastnosti)
subjektivnimu geometrické predméty (body, ptimky)

pod bodem si pfedstavuje ten to a ten ono,

objektivni je invariant dany axiomy — to co o bodech plati (ze dva urcuji ptimku, ty Ze se
protinaji v jedno atd]

vyznam slova ,,bily*
véta ,,toto je Cervené*

subjektivni objektivni

smyslova kvalita, moje je mi rozumeéno

nevyvratitelné (nepochybné) korigovatelné, je mozné fici: jevi se
nema charakter sdéleni mi to jako Cervené, ale je to ve sku-

te¢nosti bilé

objektivni = sdélitelné

jen moje déno vSanc porozuméni, a tedy i kritice
druhych, identifikovatelné
(1 slepy rozumi ¢ervenému)

§27 Schloemilch — ¢islo je pfedstava mista objektu v fadé
kdyby ¢islo predstava, byla by aritmetika psychologie, coz je stejné méalo jako astronomie
dvé predstavy — pak moje, nemohu sdilet, kazdy svoje dvé

Kant predstava
subjektivni objektivni
Frege predmét pojem
psychologie logika

shrnuti, co ¢islo neni
ptedstava (halucinace)
prostorové, fyzikélni (mohlo by shofet)
subjektivni
skutecné (smyslim ptistupné)

C) Cislo jako agregat (mnozina)
viz pristé

mnohost (Vielheit, Mehrheit)
vynechéna 0, 1
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,houf*, ,agregdt”, ,grupa“ neurcité, vdzané na prostorovu blizkost; nejsou to logické
pojmy

dv¢ agregativni koncepce; ¢islo jako skupina
1) citanych predméta
2) tyto predméty zastupujicich jednotek
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Vyklad (§28-44) - pojem a jeho abstrakce

shrnuti dosavadniho

I minéni o povaze aritmetickych vét; dokazatelné, analytické

II minéni o povaze Cisla

zacatek odpovédi na hlavni otazku spisu: "co je (kardinélni) ¢islo"

reformulovéno: o ¢em je Cislo (vypovéd’ Cisla - Zahlangabe), cemu je piipisovano Cislo

uz sama otazka prezentuje cislo jako vlastnost; tuto predstavu potvrzuje i studium
adjektivniho uziti ¢isla — téch stromu je 5
uvaha zacina: jsou véty analogické
téch stromd je 5, ty stromy jsou zelené
a) ne, neni distributivni
b) narozdil od ,,zelené* neni ziskano abstrakci z empirickych predméti; argument
neurcitosti (balicek karet): empiricky pfedmét je jedno i mnohé
neni vlastnosti empirickych predméta
hluboké pozorovéni, potiz s piehlednym vykladem
z a) by $lo usoudit (Mill) Ze €islo naleZi agregatu predméti jakoZto celku

série argumentll a problémua (pribéznym, implicitnim) poukazem na vagnost terminu
sagregat®
1) nejnaivnéj§i piedstava fyzicky blizkého uskupeni — skupinka Sovinistl
(ptedpokladana fyzicka blizkost, Le Pen, Klaus, ...; skupinka kot'dtek — v kosicku)
neni podminkou pocitani — hovofime o poctu obyvatel Némecka, ale nemusime je
kvtli tomu shanét dohromady, svazet z Kanarskych ostrovi atd.
2) co déla n¢jaké predméta ttidou?
- fyzicka blizkost to neni
- zcela libovolny akt mysli; tvofi napt. Napoleon, hofici vesnice a Mésic
pfirozeny souhrn
otazka po tom, co je (zdanlivé trividlni): zidle, atomy tvofici zidli, rozbita zidle,
roztrousend rozbita zidle, spalend zidle
3) je souhrn fyzickych predmétia fyzicky predmét? (coz je Millova domnénka),
kdyby ano, pak se na néj vztahuje ndmitka s neurcitosti — je jednim a zaroven
mnohym; a ¢islo se k nému nevztahuje
4) existuje skupina predméti stejnym zpisobem jako tyto prfedméty samotné?,
ne, je to abstraktni pfedmeét, s jinymi kritérii identity; proto i kdybychom vykazali
Cislo jako vlastnost takovéhoto agregdtu, nebyla by to vlastnost fyzickych
predméti
5) praveé neurcitost deixe ukazuje, ze i empirické predméty jsou do skupiny vazany
pojmem,
skute€nost, ma-li byt pocitana, chapdna jako souhrn jist¢ho pevného ¢isla, musi
byt pojmové clenéna
o souhrnech abstraktnich ptedméti to plati trivialng;
mame-li agregat, je to vzdy agregat néceho sortalni pojem
nelze fici jen tento agregat agregat ceho myslite

II1. Meinungen tiber Einheit und Eins
podrobnéji k agregativnim koncepcim Cisla
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uvazované moznosti
1) ¢islo jako vlastnost agregatu
2) ¢islo jako agregat sam (§28)
1) cislo jako skupina Citanych pfedméta
2) tyto pfedméty zastupujicich jednotek (Euklidés)
v tomto bod¢ se slucuje, pro¢
oddil formaln¢ vénovan jednotce, jak uzivano slovo ,,jeden®, ,,jednotka*“[divodem i to, Ze
¢islo definovano pies 1 a +1, tedy specializace obecné otazky: "o ¢em je ¢islo" jako ,,0
cem je 1]

Komentar

A) Vyjadruje cislovka ,,jeden“ (Ein) vlastnost predmétu
Einheit - jednotka (to, co je jedno) oproti Vielheit (mnohost, skupina véci)
Eins - jednicka, ¢islovka jedna

§29 Euklidés — monas (1) pocitany predmét,(2) jeho vlastnost (3) ¢islo 1

[opakovani uvah proti ¢islu jako empirické vlastnosti]

A) plati analogie: jedno mésto = moudry ¢lovek?

a) kdyby ano, pak vlastnost, kterou ma kazdy

véta ,,Solon je moudry* ma smysl, protoZe néco neni moudré [tautologie nemaji smysl —
Wittgenstein; smysl = kontingence]

tradic¢ni poucka: obsah pojmu umensuje riist rozsahu

zvite - schopné Zit na suchu - schopné Zit ve vodé = obojzivelnik

b) Solon byl jeden [co?, nevytknutelnost, opak distributivity]

plural: Solon byl jeden, Thalés byl jeden, ergo Solon a Thalés byli jeden

§30

B) neni empirickou vlastnosti

a) [neurcitost deixe]

Baumann: jedno je, co je jako jedno uchopeno
to, co polozime jako bod nebo dile ned¢litelné; ale vSechno nazorné
miZzeme pojmout také jako mnohé

§31

b) opsatelna empirickou charakteristikou (kompaktnost, ohranic¢enost)

1) 1 zvifata by o ném méli mit pfedstavu; pes si je védom podobnosti v nésledovani

JEDNE koéky a pokousani od JEDNOHO velkého psa

i1) §32 Zemé mé jeden mésic = mésic je kompaktni, ohranic¢eny

pak  ma Jupiter také JEDEN mésic (ve vztahu k nedélitelnosti)

§32

ii1) dokonce nedélitelnost — tim ziskana nezavislost na subjektivnim pojeti (pocet nezavisi

na mém pojeti, ale na pevnosti t€lesa) - neni toho moc k pocitani

B) Jsou jednotky stejné?

[problém dany definici ¢isla abstrakei, izce spjatou s agregativnim pojetim, ta jsou dveé

1) ¢islo samotna skupina predmétii
Weierstrass: Cislo je posloupnost stejnorodych véci
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»Nejnaivnéjsi nazor je ten, podle néhoz je cislo néco jako hromada, hejno, v némz jsou
veci obsazeny se vSim vsudy.
velmi vagni, a zakladni problém: odlisné skupiny pfedmétt reprezentu;ji stejna Cisla
[®D I #[®OC V]
U U

[OO00]=[000]

Husserl, Schroder: "abstrahujeme od specifickych vlastnosti individui", "odhlédneme od
znakd, kterymi jsou véci odliseny"

Frege komentuje: Pri ném byva pociténa potreba tyto predméty ocistit od jejich
odlisnosti. Nami wuvaZovany pokus patii k tém, jez toto ocisteni provadeji v
psychologickéem pradelnim kotli. Ten md tu vyhodu, Ze v ném véci ziskaji zvlastni
prizpiisobivost, diky niz jiz do sebe v prostoru tak prudce nenardzeji a jsou zbaveny
mnoha neprijemnych rozdilii a zvlastnosti. K tomuto ucelu poskytne dobry louh nyni tolik
oblibend smés psychologie a logiky.« [RPA, 315sq]

specialni pfipad abstraktivni teorie
Cantor, Husserl: jednickové pojeti ¢isla
welikoz se z kazdého prvku m, odhlédneme-li od jeho povahy, stava “jedna” [Eins], je
kardindlni cislo mnozZiny M samo urcitou mnoZinou skladajici se ze samych jedna,
mnozinou existujici jakozto intelektudlni obraz ci projekce dané mnoziny M v nasem
duchu.” [GAC, 283]

U U

[111] =]111]
problém: zbavime-li pfedméty odliSnosti, nesplynou?: jinak feeno: jsou jednotky stejné
nebo odlisné

ptipad velkého Fregova tématu: kritika zvile psychologické abstrakce

]

Thomae: vyjdeme z konkrétni mnohosti [® @ ], odhlédneme od specifik individui
Lipschitz: tim neziskdme pocet véci, ale obecny pojem, pod n€jz spadaji (kocka)
kocky ovSem zlstavaji tak odlisné, jak byly, stejné jsou jen s ohledem na pojem

[nutno rozlisit:
1) abstraktivni definici pojmu
2) abstraktivni definici Cisla
(1) Frege jesté dilem ptipousti, i kdyz neochotné; jinak je pro néj prototypem zavleceni
psychologickych uvah do logiky
pojem = predstava
pojem ale objektivni entita [vyznam pojmového slova, viz dfive a dale]

pojem je charakterizovan geneticky, tj. ma byt s ohledem na svoji abstraktni povahu
vysledkem mentélniho procesu, pii némz »koncentrujeme nasi pozornost na urcité znaky
myslené véci, jinymi slovy na néjaké casti nasi predstavy této véci, preneseme je do pole
nasi pozornosti a s mensi ¢i vetsi dokonalosti je izolujeme tak, ze od ostatnich znakl
odhlédneme neboli “abstrahujeme”, tzn. odsuneme ve vedomi do pozadi ty casti
predstav, které jim prislusi, pripadné je nechame zcela zmizet«

Frege komentuje:

"Vsimame si méné jedné predstavy, a ona mizi. Tim, Ze takto nechame mizet jednu
viastnost [Merkmal] po druhé, ziskavame stdle abstraktnéjsi pojmy. [Také] pojmy jsou
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tedy predstavy, jenom méné uplné nezli predméty, maji v§ak vlastnosti téch, z nichz jsou
abstrahovany. Nepozornost je tedy vysostné ucinna logicka sila; odtud asi také pochazi
roztrzitost ucenci.« [RPA, 316]

abstrakce, reflexe, definice: (Brahma, Vidnu, Siva) V dreni téchto kouzelnych sil neni
clovek prilis dalek vsemohoucnosti. Vyznam této moznosti lze sotva zmérit. Pomysleme
napr. na jeji hodnotu pedagogickou: ucitel ma dobromysiného, ale liného a hloupého
Zdka. Abstrahuje tedy od jeho lenosti a hlouposti, pricemz stale reflektuje na jeho
dobromysinost. Nasledné mu definici udeli vlastnosti pile a chytrosti. Prozatim se ovSem
clovek omezil jen na matematiku."

(2) problém vySe popsané psychologické definice ¢isla odmyslenim rozdélujicich
vlastnosti je, ze vysledné predméty jsou nerozlisitelné, a tedy splyvaji

]

§35 ¢Cislo je jen jiny nazev pro rozdilnost (Jevons)

Schroder: pocitatelné véci musi byt rozlisitelné

§36

dilema [§39]
a) pocitané predméty musi byt stejné (jednotky vici vyslednému cislu)
b) rozdilné (jinak splynou v jedno)

[dalsi vyklad
autoti predpokladajici a) se snazi ptekonat b)]
1) Jevons: 5= 1+1+1+1+1 = 1°H1H1 100
2) rtzna mista odliSujic 1, pak ale 1 = 1 neplati
rovnou psat at+b+c+d+e

§37 jak uzivano: Einheit (jednotka, jednota) vs die Eins (jednicka)
Locke Einheit=FEins
Leibniz Eins concretum, Einheit abstractum

§38 [predznamenani sémantické — ontologické — normace; vychodisko ze zmatku]
die Eins urcity €len, neschopno plurdlu, 1, jméno pfedmétu (jako Friedrich Veliky,

Krystof Kolumbus [Kolumbové = pojem, odvazni muzi objevujici Ameriku])

(absurdni konsekvence Jevonsovy indexace

1° je nesmysl, 3-2=1
(T ) (T H T )=1
co ale LT T ) (1 1) ?
pouze jedna jednicka; 1 neoznacuje viceznacng, to co je Citdno
rovnice ma tfi koteny, 2,5, 4
4+1¢4+1¢¢=3)
Einheit pojmové slovo

neucity Clen, plural

»a“ (plus) nema agregativni charakter
s

chépano jako ,,Praha a Patiz* pak 1+1+1 neni tfi ale 1, jako zlato a zlato je zlato
§39 opakovani dilematu
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C) Pokusy o feSeni
komentaie nevérohodnych pokust
§40
a) vlastnost prostoru a casu, body stejné, odliSuji se pozici, jakozto soucasti
gesammtanschauung — jednota rozliSnosti a stejnosti
Hobbes — rovnost jednotek vznika délenim kontinua (scholastici)
Thomae — po abstrakci od vlastnosti zlstavaji Citané pfedméty odlisné riznou
polohou v prostoru a naslednosti v ¢ase

proti: omezeni ¢itaného na empirické, Jevons: 3 mince ziistavaji 3 mince bez ohledu
zda je pocitame v tom ¢i onom potadi

§41 b) abstrakce od v§eho kromé polohy a casu

§42 c) obecny pojem ftady [priorita kardinalniho cisla pfed ordinalnim, kolik pied

kolikaty]

§43 d) cislo jako soucet cislovek 1 (Schroder), vypadla 0

§44 e) Cislo je prazdna forma rozdilnosti (Jevons) — abstrahuji, ale myslim je jako rizné

jak na velka Cisla, vypadla 0

D) ReSeni

ptehled vyfeseného a problému

1) ¢islo neni empiricka vlastnost

a) o ¢em je ale vypovidano?

2) neni fyzikalni, subjektivni

3) neni to agregat, terminy ,,mnozina“ se k jeho vysvétleni nehodi

b) dilema Eins vs Einheit, jedno jako mnohé

4) ,,jedno* nelze definovat jako nerozlozenost (itelnost)

¢) pocitané véci — jednotky, stejné a rizné zaroven

5) jednotka je pojmové slovo, jednic¢ka predmét

6) plus neni znak pro hromadéni

§46

vyzva k jazykové analyze:

»Abychom do véci vnesli jasno, bude dobré uvazit cislo v kontextu vety, kde je jeho
ptivodni zpiisob uziti zvlaste patrny. Jestlize po spatieni tychz vnéjsich jevit mohu stejnym
pravem rici “toto je skupina stromii” a “toto je pét stromii” ¢i “zde jsou ctyri kompanie”
a “zde je pét set muzii”, nedochazi pri tom ani ke zmeéné jednotlivého, ani ke zmené
celku, nybrz meni se jen moje pojmenovani. To je ale znak toho, Ze doslo k nahrazeni
jednoho pojmu pojmem jinym. Tim je nam dana na srozuménou odpoved’ na prvni otazku
predchoziho paragrafu, totiz ze udani cisla obsahuje vypoved o pojmu.” [GL, § 46] (o
¢em je Cislo vypovidano, ¢emu je piipisovano)

Exkurz — zakladni pojmy fregovské ontologie
dosavadni nejptirozené;si feSeni: Cislo je vlastnosti agregatu
problém jak chapat agregat

a) prosty fyzikdlni celek; s transparentnimi vlastnostmi, které¢ ziejmé jiz pti jeho
empirickém predvedeni, ukdzanim
neurcitost
otazka kolik vyvolava kolik ceho; pozadavek pojmového clenéni
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b) pojmov¢ strukturovany celek; pojmoveé znamend jazykem — kritérium
objektivniho

to je blizko Fregové feSeni — piimo pojmu, i1 zde lze uvést ndmitky, tj. nepiislusnost k
agregatu lze op¢t hajit
,.Nejziretelnéji je to snad vidét na cisle 0. Reknu-li: “Venuse ma 0 mésicii”, pak zde neni
Zadny mesic ¢i agregat, o nemz muze byt cinéna néjaka vypoved’; ale pojmu “Venusin
mésic” je tim prifazena vlastnost, totiz ta, nic pod sebou nezahrnovat. Reknu-li: “cisaiiv
kocar je tazen ctyrmi koni”, prikladam tak cislo ctyri pojmu “kun, ktery tahne cisaruv
kocar” . [GL, § 46]
totéZ pro ¢islo 1

Fregova koncepce pojmu,
nutné, rekonstruovat tzus termind:
predmét pojem funkce agregat rozsah pojmu

A) pojem vs predmét, (Begriff und Gegenstand)
jakozto zakladni stavebni kdmen fregovské ontologie

dialektika distinkce
predmét pojem
singularni obecna pfedstava (representatio communis)
a) pojem vznika abstrakci z pfedmétu — koncentrujeme pozornost na urcité znaky a od
jinych odhlédneme
b) logicky se od sebe ob¢€ typy reprezentaci nelisi, kontingentni rozdil ¢etnosti:
singularita pluralita
conceptus sing. conceptus communis
Kant je filosof = kazdy Kant je filosof
Frege
a) zacina vétou, resp. vyznamovym korelat celé véty, souditelny obsah, obsah mozného
soudu, to co lze vétou vici nékomu tvrdit; véta je sémanticky prim; nejmensi samostatna
jednotka jazyka
b) kategorizace nevétnych vyrazi, rozpad véty na
vlastni jméno pojmové slovo
nesouditelné obsahy
predmét pojem
c) tradicné (fregovska tradice) rozdil na irovni vyrazii byl vysvétlen rozdilem na trovni
ontologické: vlastni jméno je ten vyraz, ktery oznacuje predmét

co je ale pojmové slovo — cosi co neoznaCuje nic samostatného, samostatné
existujiciho, ale predstavu, cosi mentalniho

samostatny nesamostatny
psychologické koteny

proti tomu Frege postuluje jeho objektivitu pojmu, pejmovy realismus; analogickou
empirickému predmétu (interpretovatelné jako platonismus),
nesamostatnost drzi jako ontologickou charakteristiku (objektivni byti odlisného typu)
samostatna entita nenasycend, doplnéni vyzadujici — aby mohl
byt vétou resp. jejim obsahem, jakozto
né¢im primarné samostatnym
e) na ontologické urovni ovSem nema racionale — piedmét potiebuje doplnit do vétu

stejné jako pojem; jedna se o charakterizaci riizného uziti vyrazi, nikoli ontologickou
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) N F(0)
substituovatelny, nesouci s sebou misto pro doplnéni
vyjmutelny substitucni ramec
substituted for substitutional frame
g) vétu lze rozlozit i jinak,
QN) F
vlastnost N konkrétni vlastnost
pojem 2. fadu pojem

N ovSem ma rysy samostatnosti, nevyZaduje udani adicity, kam doplnit

{ je otec, {je otec 0, L bézi, {bézido B, {beézizk do 0 ...

h) hlasame-li kategorizaci nevétnych vyrazii na neontologické bazi; zapotiebi udat
analyticka, vnitrojazykova kritéria, kdy povaZovat vyraz za jméno, zbytek = substitu¢ni
ramec;

kritérium identity = substituovatelnost = samostatnost (viz dale)

B) pojem jako funkce (Funktion und Begriff)

wewr

dalsi nabizeny opis techni¢téjsi:

na cest¢ k formélni sémantice (jako byla diagramova pro sylogistiku)

opisna kategorizace vyznamu — baze konstrukce formalni sémantiky
rozdélenou vétu F(N) chapeme jako vyraz funkciondlni aplikace
predmét funkce=pojem

genetické zdivodnéni analogie:
N nemusime substituovat jen ve vétach, ale i ve jmennych (dale substituovatelnych)
vyrazech (substituted in)
hlavni mésto (Némecka)
nahrazenim stitu (jménem jisté entity) ziskdme jméno jiné entity; podobnost

sin 0
odtud sémantické vyuziti matematického pojmu funkce, jediny pozadavek N=M, pak
F(N)=F(M) 6=3+3
analogie na véty (Descartes) je filosof
co se nezméni, zaménime-1i jméno téhoz cloveéka (Kartézius)
wWw
odtud a) T, F jsou pfedméty
b) véta je jménem WW
¢) pojem je funkce z univerza do pravdivostnich hodnot
ontologie univerzum: predméty, W, F,

mezi nimi piifazeni, ta ovSem nejsou predméty univerza
C) pojem jako agregat
moderni sémantika
logické interpretace jazyka sestavajiciho z konstant, predikatovych (n-mistnych) vyrazi
sestava z nosiCe (univerza),

jméno predikat
predmét mnozina

spliiovani F(N) je pravdiva iff predmét pfitazeny N nalezi mnoziné ptifazené
F(0)

divod: WW nejsou predméty univerza, technicky detail; 1ze ptfechazet
predmét charakteristickd fce mnoziny
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F(N) je pravdiva iff char. fce F pfifazuje pfedmétu N W

pojem = agregat

odpovida tradi¢ni obecné predstave (oznacujici vice prvki)

a) pod pojem muze spadat jen jeden predmét, piesto neni s timto predmétem totozny;
jsou to entity jiné kategorie; mizeme fici nasycené a nenasycené, ¢imz jen odkazujeme k
odlisnym uzitim odpovidajicich vyraza

Meésic € je satelit Zemé (Jupitera)
predmét jeho vlastnost
predmét predikace to, co je predikovano

co nemtize byt predikovdno
b) rozdil jednoprvkové a jejiho prvku

Mésic {Mgsic}
neni vysledkem agregativni koncepce pojmu, vychazejici ze shromazd'ovani predméti,
jimiz jedinymi je souhrn urcen

jednoprvkova ani prdzdna mnozina souhrny netvofi
jedna se o korelaty opa¢ného postupu, zakladajici mnozinu v jazyce, via vyrokovou
funkci

od pojmu Fx k souhrnu predmétu, které pod néj spadaji x;Fx
D) rozsah pojmu vs agregat

rozsah pojmu agregat

x;Fx {a, b, ¢}
uréen jazykovymi kritérii urcen prvky
v realu zavisly na prostor.
blizkosti

E) pojem a jeho rozsah
vychodiskem odlisné, nepfedmétnd povaha funkce (pojmu)
a) pojem sam predmétem Gvahy; Vx 2x=x+x; tvrzeni rovnosti dvou funkci
b) nikoli, x+x neni jméno pfedmétu, je tvrzena pouze rovnost hodnot funkce
c) rovnost jejiho grafu (prabéh hodnot); rozsahu pojmu novy predmeét
X;2x=y;yty

pojem rozsah pojmu agregat
funkce predmét predmét
Fx nenasyceny jméno predmétu, substituovatelné na misto jinych

F(N), F(x;Fx) syntakticky spravné
F(F) nikoli; do F({) za { pouze vyraz, ktery ji nasyti (F
ovSem ma4 stale volné misto F(F{)
d) 1 funkce mlze byt pfedmétem uvahy, tj. mize mu bat néco predikovéano, ale
predmétem jiného typu, s vlastnosti jiného typu (viz vyse)
e) pro znalce: Frege neztotoziiuje funkci s jejim grafem, jeho pojeti je ovSem
extenziondlni, tj. x+x je taz funkce, jako jakéakoli, co ma stejny graf
intenzionalni pojeti funkce by x+x a 2x odlisilo jakoZto ptipady odlisné konstrukce

vSimnéme si, jakou roli zde v tvahach o predmétnosti hraji kritéria identity
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Vyklad (§45-§56) existence

za¢iname oddil IV (Begriff der Anzahl); z III dokonCujeme obhajobu: ,islo ptislusi
pojmu‘

minule:
pojem jako prvek fregovské ontologie vs predmét
nenasyceny nasyceny, samostatny
vyznam substitu¢niho rdmce vyznam substituovatelného vyrazu
funkce hodnota
vede od nékud nékam stoji na vlastnich nohou
misto pro doplnéni
F(N)
F(0) N

Russell: W: byt predikatem ktery neni predikovan sdm sobé

W(W) = W(=W) a vice versa
W(W) neni dobfe utvoteny vyraz, W({) neni substituovatelny term, nemilZe nasytit,
protoze sam nenasyceny

Frega se ovSem paradox tyka
tradi¢ni terminologie

pojem rozsah pojmu (Umfang) agregat
Fx x;Fx
ttida predmét pod p. spadajicich; nikoli
urc¢end jazykovymi kritérii vyctem prvkl
[problém nekonecnych souborti, nezadatelné vyctem]
funkce predmét

F(x;Fx) spravné utvoteny vyrazy

odtud Russelliv paradox

definujeme

Nex;Fx iff F(N)

—.y €Yy je spravné utvoreny vyraz, pojem rozsah {y;—.yey}
Hyi~.yeyjely;—yey}

[poznédmka: piechod od pojmu k rozsahu komplikované;jsi

pojem je jenom ptipadem funkce, nutné rozsah zobecnit i pro obecné (aritmetické)

funkce prabéh hodnot funkce (Wertverlauf), graf funkce
Fx x;Fx
lepsi predstavit si jako systém uspotfadanych dvojic
X je general <Pinochet, 1>
<Kadafi, 0>

<Musaraf, 1>

v souladu s rozlisenim predikatovych vyrazt a funktort, rozliSujeme abstrakci
trid z vyrokovych forem {x;Fx}
funkci (lambda) z termu AxFX]



SHRNUTI ZE 31. 3. 2003

Komentar (§46-§53)

Zahlangabe enthélt eine Aussage von einem Begriffe

problémy, potvrzeni a dovysvétleni

§46

a) z prazdnych pojmu lze dospét k 0, totéz neni mozné u agregati (prazdnou tfidu nikdo
nikde nevid¢l, je to odvozeny pojem)

b) pojem ,,ptislusnik némecké tise* v Cisle kolisa

ale: pojem je takova vyznamova Cast véty, ktera vede od predmétu k WW

coz u vét jako

U piislusnikti némecké tise je 10000

\Y vcera prSelo, mam hlad

neplati, protoZze nemaji definitivni WW rep. méni ji v zavislosti na Case a misté proneseni
tato specifikace musi byt soucasti pojmu, ,,ptislusnik némecké tise v ¢ase t*

[s tim souvisi: ostrost pojmu a vylouceny tfeti
kritérium smysly Fregovy logiky: kazda véta T nebo F nic tietiho
specialné: véta formy F(N) vZdy T nebo F
pojem F definovan pro kazdy objekt N
problém
a) pfirozené¢ pojmy neostré; dobfe: je chapano jako normativ, sporné piipady
osetfeny; kiwi je chlupaté, jezek neni chlupaty atd.
b) Frege vyzaduje definovanost napii¢ kategoriemi, pro celé univerzum diskurzu, t;.
z jakéhokoli mozného
pojem F musi byt definovan pro jakykoli objekt i mimo pfirozenou aplikaci
Mgsic < 3, alef je chlupaté; musi byt ohodnoceno, konvence: F
obecné: totalni definovanost funkei
problém, pojmu
Mésic+Mésic=x, pro libovolny objekt F, + pak neni totalni]
§47
¢) pojem neni nic subjektivniho
d) kazda velryba je savec
pojednava o pojmech = ma4 jinou strukturu nez véta
Willy je savec
ktera pojednava o predmétu;
je ji feceno néco objektivniho, ergo pojem neni subjektivni
§48
e) ¢islo mozna Casto vznika abstrakci z véci, ale via pojem, ktery je abstrahovan prvni
[jeste drzena abstraktivni produkce pojmu]
pojem nebezpeci pozaru ziskame tak, ze postavime diim ze dieva a se slaménou stiechou,
jehoz kominy netésni
f) sjednocujici vlastnost pojmu vs omezena jednota syntetické apercepce (v jednom
védomi); ¢islo neomezeno na prostor a cas
§49
g) Spinoza: chceme-li néco pocitat, musime to pfevést na stejnou miru
Sesterz a Imperial v dlani jsou dvé mince
§50, §51
Schroder
vysvétleni rozdilu pfedmétu a pojmu, nespociva v poctu predmétl pod pojem spadajicich,
ale v neurcitem clenu (néjaky pes, ten Kant)
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§52 némecky tzus 10 marka — o pojmu, nelze ptelozit a tedy ani pouzit
§53

Exkurz na téma existence
vysvétleni co z logického hlediska znamena, ze je ¢islo vypoveédi o pojmu
znak pojmu vs. vlastnost, existence

pojem definovan jako nenasyceného, co musi byt o nééem predikovano, aby vznikla véta
jak rozumét, Ze je o ném predikovano Cislo, zvlast¢ kdyz mame podezieni, ze Cislo je
ptedmét (inverzné jak by mélo byt)

vidéli jsme ze F(N) rozlozitelné

N F(0)

predmét pojem

F y(N)

pojem (vlastnost) vlastnost vlastnosti
1 pojem muze mit vlastnosti, mize pod néco spadat
ale to je entita odliSného charakteru pojem 2. fadu

jiny typ nasycenosti: nenasycenymi entitami 1. fadu, volba y
vyzva ke konstrukci hierarchie funkei — teorie typt pro funkce

rekonstrukce terminologie
a) predmét spada pod pojem 1. fadu (Ordnung, pozdéji Stufe)
b) pojem 1. tadu spada do pojmu 2. fadu

kategorizace vyrazii, kategorie

zakladni T,S

odvozené v souladu se substitucni strategii (nenasycen¢)

odvozené X1, ...Xys—=>Y  vznikne z vyrazu kategorie Y vyjmutim X, .X,
predikat T-S

predikat 2. fadu (T->S)->S

jak rozumét vyroktim o Cislech osvétleno na tvrzeni existence

v Nachlassu vznesena otdzka: o ¢em je tvrzeni existence
wUvazme vety “Tento stul existuje” a “Existuji stoly”. Otdzka nyni zni, zda Ize se slovem
“existuje” ve veté prvni spojovat tentyz obsah jako se slovem “existuji” ve veté druhé.*
[DEx, 68]
logicky rozdil

(1) tento stul existuje (2) stoly existuji
(1) nedavé dobry smysl - kdyby ano, pak i negace, (disledek vystavby véty: A smysl,
—A téz), ale: tento pfedmét neexistuje — a ktery myslite?
[nenechat se splést do empirickych tvah s uréitymi deskripcemi — Russell, jméno ma
garantovany denotat, coz u vétSiny empirickych jmen nefunguje (Mojzis, Pythagoras),
ergo — jsou to urcité deskripce, ,,ten jediny x, ktery*; pfes néco to x ale probiha, a je
pitomost omezit se pouze na osoby v mistnosti, a ostatni konstruovat z toho co mame
momentalné¢ k dispozici]
vlastnost sémantiky
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véta uzivajici jméno jiz predpoklada existenci pfedmétu proto, aby mohla byt vibec
pravdiva (existen¢ni presupozice — véta, kterd musi byt pravdiva, aby jind véta byla
pravdiva ¢i nepravdivad) [kompozicionalita vyznamu: vyznam slozeného vyrazu je urcen
vyznamy jeho ¢asti]

tedy: pokud existence vlastnost 1. fadu, pak trividlni — patii vSem pfedmétim, (1) je
tautologie

(2) tvrzeni ani nesmyslné, ani trivialni: existence ovSem neni vlastnosti predmétu(tim),
(stoltim), ale pojmu jakozto tvrzeni jeho neprazdnosti;

proto ma smysl fikat: stoly neexistuji, na existenci prazdného pojmu nic neni

tvrzeni neprazdnosti je vyznam existen¢niho kvantifikatoru (vyraz kategorie (T—S)—S))

rozdil mezi (1) a (2)

Carnap, existence

interni prvocisla existuji vymezeni v rdmci exist.
oboru, otdzka neprazdnosti extenze jist¢ého vymezeni

externi Cisla existuji vztahujici se k celému oboru

¢1 jej konst. ¢asti 5 existuje trivialni ¢1 metafyzické]

vlastnost pojmu neni znak pojmu
znak = vlastnost 1. fadu, pfedméth spadajicich
pravouhly, rovnostranny trojihelnik prdzdny pojem

chyba v diikazu Bozi existence; dokonalé byti, musi mit i existenci jako jeden ze znaki
Kant: existence neni vlastnost pfedmétl; totéz pro jedine¢nost Bozi

Freglv sofistikovany aparét: je, ale nikoli prvofadova; nalezi pojmim

existence popteni neprazdnosti IxFx

vyjadiuje se k poctu predmétii alespori jeden

alespoil dva Ix,yFx, Fya—x=y
nejvyse jeden Vxy(FxFy—>x=y)
zobecnéné kvantifikatory, predikaty pojmil, tvar MxFx

J<1, J1<=3

1ze vyjadiit 1 pfesné pocty

popfeni prazdnosti —3xFx ptipis 0
jedine¢nost IxFx .A VxVy(Fx A Fy &> x=Yy) piipis 1
atd

numericky definitivnich kvantifikatord, jimiz je vyjadfovan pocet
Jox.Fx = —.3xF(x)
F3ix.Fx = IxFx .A VxVy(Fx A Fy . > x=Y),
Finx.Fx = Ix(Fx A Fiy(Fy A x #y)).

Komentar (§54)

§54 vyteSeni problému s jednotkou a jednickou, stejnosti a riznosti pocitaného

pojem jemuz piipisovano ¢islo, musi to, co pod néj spada, jistym zptisobem ohranicovat,
totiz tak, Ze jejich Casti jiz nejsou jeho ¢asti
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,,slabiky slova pét* ohranicuje slovo ,,pét* a ,,p“ jiz pod né&j nespada

to neplati o vSech predikatech, napt ,,Cervené*
Cislo aplikovatelné pouze na sortdlni predikaty, s diskrétni extenzi, jejichz
charakteristikou je

a) kritérium identity

b) pocitatelnost
toto Cervené cervené co?, vyzaduje sortal (84l), s KI spjaty
odlisit: toto je stejny odstin cervené — zde kritéria definovana ptes vzorkovnik

pocitame-li predméty, pak via pojem; ten ve vztahu k piipisovanému cislu predstavuje
jednotu, viici niz se pod néj jsou spadajici pfedméty chapany jako reprezentanti téhoz
(jejich stejnost),

samy jsou ovSem ruzné

Komentar (§55)

zacatek oddilu IV
§55 rekurzivni definice fraze (1) »pojmu F pfislusi ¢islo 1%
(nt+1) kdyz ,,pojmu F pfislusi ¢islo n“ pak ,,pojmu F pfislusi ¢islo n+1

§56 nedostate¢nost definice
obecné neni definovano »pojmu F pfislusi ¢islo n*;
nebot’ nezndmo 1 ,pojmu F pfislusi ¢islo n-1*
tj. definice nemé formu

pojmu F piislusi n iff P(n)
stv nje sudé ¢islo iff 3x2x=n 2 je sudé

je-li n sudé, pak n+2 také

definovana pouze posloupnost

,»pojmu F pfislusi ¢islo 1¢

,»pojmu F pfislusi ¢islo 1+1°

,»pojmu F pfislusi ¢islo 1+1+1
(n+1) je pouze schéma, sugerujici nam, ze Ize na misté n ¢i n+1 substituovat, a tedy i
kvantifikovat®
ze nemozn¢ lze vidét na Jnx.Fx pouze soucast notace, metajazyka

z této nedostacnosti dle Frega vyplyva, ze nelze dokazat ¢i vyvratit
(Q)Vm, n (pojmu F pfislusi n) a (pojmu F pfislusi m), pak m=n
(R) pojmu F piislusi ¢islo (Julius Cesar)

coz pii prepisu odpovida

Jd.x.FxAdx.Fx—m=n
J.x.FxAan=Julius Caesar
problém spis pro¢ by to dokazatelné byt mélo

> Mozna je chyba, Ze to takto definujeme, to lze ale odstranit tak, Ze definujeme tietitadovou funkci
naslednika libovolného (tzv. zobecnéného) kvantifikatoru, viz Dummett, tedy
S(MxFx)=3x(FxAMy(Fyr—x=y)),

a zvlasté definujeme tfetitidovou vlastnost: byt definitinim kvantifikatorem. Viz dale
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nutny exkurz

Frege od II. rozlisuje dvé typicka uziti ¢islovky

1) adjektivni trpaslikti je 7 = pojmu trpaslik ptislusi ¢islo 7
2) substantivni log,8 je 3

logicka analyza by méla zvladnout obé zaroven — na louce je 6 krav, 5 ovci a zadna jina
zvitata, 6+5=11, ergo na louce je 11 zvifat

lze zaujmout dvé¢ strategie, od (1) k (2) — adjektivni, a vice versa substantivni
Frege zkousi prvni, a tvrdi, ze selhdva, nebot’
(S) definovana pouze fraze ,,piislusi Cislo 0“ (etc), z niz nelze vyjmout 0 jako
samostatnou entitu, vyrazu ,,¢islo m“ nebyl dan smysl
(T) 0, 1 funguji jako vlastni jména, ptipousti urcity clen
odtud také namitky (a), (b)
[viz dale: jsou-li Cislovky jména, -lze je substituovat, nahrazovat jinymi jmény, tedy i
Juliem Caesarem,
- mohou se vyskytovat po stranach rovnosti, které
musi byt jednoznacné¢ ohodnoceny i pro ostatni
jména oboru — disledek souhrnného univerza]

pad adjektivni strategie ale Frege nezdivodnil; to ze neni 0, 1+1 definovdna mimo
kontext ndm nemusi vitbec vadit, jsme-li zastanci
a) radikalni verze adj. strategie, vykazujici, ze i substantivni uziti ma skryté
adjektivni strukturu — vyrazy jako ,,(to) ¢islo m* jsou
a. nelplnymi  symboly, ne  substituovatelnymi  vyrazy  (indexy
kvantifikatoru),
b. pevnou casti fraze ,pfislusi ¢islo n“, z niz je nelze vyjmout zrovna tak
jako ,,cow* ve slové ,,coward*; navic
b) neni pravda Ze by v ni (Q) nesSlo dokézat, jen je zapotiebi tretitddovy aparat
,fovnost™ jen pro predméty

N=M iff LP VF(F(N)<>G(N)); odvozené
pojem F{= pojem G{ iff Vx(Fx<>Gx)
p2 MxQx=p 2 GxQx iff VF(MxFx<>GxFx)

NxFxAMxFx—VG(NxGx<>MxGx)

nevztahuje se jen na numericky definitivni; existuje alespon 9 planet, méné nez 100
planet,

definice definitivnosti

MxFx—(existuje bijekce mezi Fx a Gx<>MxGx)

navic
c) dosud se zdalo, ze ¢islo funguje jako vlastnost, néco co je pfipisovano pojmu, a
prosté tvrzeni predmétnosti by mélo byt 1épe zdiivodnéno
k tomu Frege in §57

ve véte ,»pojmu F pfislusi ¢islo 0¢  je ,0% jen Cast, nikoli cely predikat
proto nenazyvam 0, 1, 2 vlastnosti pojmu [nakonec ale bude
¢islo rozsahem vlastnosti vSech rovnopocetnych pojmii]
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adjektivni strategie opusténa, nastupuje substantivni strategie, i kdyZ neni ukazéano, ze to
je jedina cesta
Frege §58 a dale sugeruje, ze Cislovky uzivany jako vlastni jména

vysvétleni atributivniho uziti via substantivni

Hupiter ma 4 mésice®, ,,Jupiterovy mésice jsou 4% - ,pocet IM je 4%
rizné uziti kopuly

predikace (pojmu) rovnost
pievod standardizované verze

pojmu JM pfislusi ¢islo 4 Cislo pfislusejici pojmu JM = 4
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Vyklad (§57-65) - deskripce, identita
dosavadni postup zkoumani, zacali jsme IV dil (§55 déle) — konstruktivni ¢ast spisu
konec III. oddilu konstruktivni zavér destruktivni ¢asti
Cislo neni vlastnosti empirickych pfedmétd, neni nic mentalniho, neni to skupina
predméti, nendlezi agregatu

¢islo ptislusi pojmu
jak syntakticko-sémanticky rozumét

analogie s existenci: vlastnost 2. fadu

EXISTENCE (téma samo pro sob¢)

Petr existuje lidé existuji
nesmysl tautologie tiida lidi je neprazdna
tento stal neexistuje Ixx=Petr (lepsi pro Cisla) Ix(lidé x)

pi je transc. ¢islo—>3x(x transcendentalni)

problém s netrivialitou empirické existence
Paegas neexistuje neni kontradikce
Paegas neni jméno, ale urcita deskripce ,.ten jediny okiidleny ki Bellerofontiv;
tedy predikat spoluzahrnujici tvrzeni jedine¢nosti
Ix(x=N) lze chapat jako Ix(x byt N), kde byt N je predikat (pegasovat)
problém, ze implicitné predpoklddame spadani jednoho predmétu (sémantika rovnosti),
nyni je nutné explicitné rozepsat
Pegas existuje: 3x(x je OKB & Vy(y je OKB— y=x))

z logického hlediska je problém smysluplnosti empirické existence irelevantni,
problém s vyrazy typu ,ten jediny P*, které maji ,,referential purport®, ale ¢asto v ném
selhavaji, tedy ze nedenotuji ¢i viceznacné denotujici, spoc¢iva v poruSeni WP

nejvetsi prvocislo mé vlastnost P, —P

prvocislo mensi nez 10 je vétsi nez 5, je mensi nez 5

DESKRIPCE zminéna i v Gl, 1 kdyz okrajové
[§74
1) Frege: vyrazy které si hraji na jména - ,,to jediné vlastnosti P* (ixPx) — i kdyz jimi
vzdy sémanticky nejsou, jsou definicemi pfedmétu z pojmu, u néjz je tieba prokazat
IxPx
Vx,yPx, Py—>x=y
pak lze ixPx uzivat jako substituovatelny term; nebot’ pro vyrazy

F(ixPx) plati WP
uméle jim lze také zajistit denotat (déleni 0, kazdy term vyznam)
—3xPx prazdna tfida

Ix,yPx,y&—x=y {x,Px}
2) Russell, analyzovat deskripce tak, aby véta kterd je obsahuje méla WP nezévisle na
tom, zda néco takového existuje ¢i ne:
Jiz zminény ptepis explicitné zahrnujici jedine¢nost a existenci
,»(francouzsky kral) je holohlavy* H(ixFKx)
Ix(x je FK, Vy y FK—>x=y, Hx) F
za cenu, ze se ixPx (singularni termin- francouzsky kral) z analyzy zcela vytrati,
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neni nikdy substituovatelny vyraz (netplny symbol), neni slozkou véty, ale rozplyne se v
jeji analyze

,»(francouzsky kral) neni holohlavy* —H(ixFKXx)
Ix(x je FK, Vy y FK—>x=y, —Hx) F
ale to nejsou skute¢né negace toto je Spatny zapis

negovana véta se k ixFKx nechova jako ke jménu pfedmétu ani kdyz existuje, tj. neupira
mu néjakou vlastnost, ale tvrdi disjunkeci, totiz Ze bud’ neexistuje, nebo neni jeden, nebo
nema vlastnost

viz ma kniha]

navrat k minulému vykladu

analogie pfipisu existence a piipisu Cisla

pomoci kvantifikace se Ize vyjadfovat k poctu pfedméti spadajicich pod pojem
zobecnéné kvantifikatory Jn<=alespoii n, I<p=nejvyse n

numericky definitni kvantifikatory

podkladem pro
adjektivni strategie od IM je 4, ptislusi ¢islo 4
k log,8=3

Fregem odvrzena
¢islovka pevnou soucasti fraze ,,ptislusi n* (3;), nelze ji substituovat, a tedy ani ptes ni
kvantifikovat jak by se pro predmét sluselo

1) Vnm Jx.FxAdx.Fx—>m=n

2) Jux.Fx—n=Julius Caesar

Frege tedy zastava ze
a) cislovka je jménem predmétu
b) adjektivni strategie to neni schopna vysvétlit
problém je v (a): je Cislo predmét?, nema skryté adjektivni strukturu; pak neni co
vysvétlovat a pada i (b)
Hodes: rovnice jenom pohodlnou zkratky za uziti ¢isla jakozto druhofadové vlastnosti,
(1) 1ze dokazat
NXxFxAMxFx—VG(NxGx<>MxGx) + definice num. definitniho kvantif.
MxFx—Fx a Gx rovnopocetné (viz dale)<>MxGx)
ale: 1 kdyZ nezdiivodnéno, Fregliv obrat opodstatnény, s ¢islem jako vlastnosti 2 fadu
vzniké typoteoreticky problém, i ¢isla Ize pocitat
F: x je prvocislo <10,
je vlastnost ¢isel, tedy 3. fadu, a spadaji pod ni 4 prvocisla

tj F pfislusi ¢islo 4
ale tato 4 neni vlastnost 2. nybrz 4. fadu (dve Ctyrky!)
viz dale]

tedy: novy start ma dobré diivody, i kdyz neuvedeny, resp. uvedeny, ale Spatné
c) substantivni strategie (§57)
M je4 prevedeno na pocet IM=4

§58 a dale
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podpirné (negativng) teze pro (a), nikoli (b)

dosud ov§em nezodpovézeno
,»,CO je predmet™ resp. ,,CO je substituovatelny vyraz*

otazce mozné rozuméet
metafyzicky jazykové-kriticky

podle toho kterou ¢ast povazujeme za trividlné zodpovézenou (a kterou za hodna
vysvétleni)

P, vlastni jméno oznacuje pfedmét L, pfedmét je vyznamem subst. vyrazu
a zbyva vysvétlit
jaky typ entity je predmét jaka vnitrojaz. Kritéria jej odliSuji od ostatnich

otazku, kterou si pozdéji budeme klast specialné pro

Cislo Cislovky
jakozto druh pfedmétu jména
filosoficka ¢ast logicka ¢ast

Fregiiv zajem je na strané P, diky tomu obrat k jazyku, nejprve chce ale vyloucit tradi¢ni
predsudky v L, aby je ptevedl na P

proto

filosoficky exkurz na téma prfedmét; zapas s tradicni metafyzikou (§58-61)

1) problém s metaforou samostatnosti:

pfedmét samostatny, predikat (vlastnost) nesamostatny: ptirozené metafyzické pouziti —
vlastnosti se nachazeji na vécech, nesamostatng;

predmétu je néco s ¢im spjata néjaka samostatna predstava

namitky

a) to neplati obecng; §59 abstraktim (vzdélenost Zemé od Slunce) rozumime aniz
bychom si je uméli piedstavit; §60 i konkréta, jako Zemé, si pfedstavujeme jenom
pfiblizné

b) predstavitelnost ¢i neptedstavitelnost jsou subjektivni charakteristiky

predmét a pojem objektivni (viz (1) a (3) zdsada)
slozky obsahu, toho co je sdélovano, co musi byt pfistupno vSem, intersubjektivni

subjektivni slozka obsahu intersubjektivni slozka obsahu
slovo ,,pes®, ,,Napoleon*
libovolny chlupac pojem, pfedmét jako inters. korelat
poeticky opar ¢emu rozumim, a vim, Ze se jedna o psa
nikoli ko¢ku apod.
pojmové = inferenén¢ relevantni [jind

kapitola (B), ¢im se li§i reakce papouska na
cervenou barvu a vykiik ,Cervend™ (zpravodaj
cervené od Cloveka — posit v inferenéni strukture]
ziskatelné rozpadem souditelného obsahu
c) zdanliva relevance pfedstavitelnosti spjata s uvazovanim osamocenych slov:
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holismus (2 zasada): jde-li o obsah slov, musime mit na mysli vzdy celou vétu: pouze v
ni maji slova vyznam; vnitini obrazy nemusi odpovidat logickym ¢astem soudu; staci, ze
ma smysl véta, tim ho dostanou 1 jeji Casti

zvlasté dilezité je to v matematice: neempiricka, zaddnd nazorna opora, zptsob jak dat
vyrazu referenci jen ptes udani platnosti celym vétam

d) samostatnosti Cisla nemé byt feCeno Ze néco znamend mimo vétu, ale ze to neni
predikat (samostatnost je opisny termin kategorii vlastni jméno, = substituovatelost)
pozn. pod carou: df(x)=g(x)dx

§o1

2) nevede pfedmétnost k platonismus, kde je ¢islo?

a) otazka ma smysl jen u empirickych predméti (pro které je konstitutivni, definujici
jejich objektivitu, ze jsou vykazatelné v prostoru a Case - setkava-li se nékdo vecer s
vl¢éim démonem, kterého my ostatni nemizeme vidét, pak se nejedna o empiricky
ptfedmét, ale halucinaci);

b) stejné nema smysl pfipisovat ¢islim barvu, rozuméj prakticky smysl, ne Ze by zddnou
kontingentné neméla, jako ja

[mohli bychom pocitat jenom na jedné tabuli jednou barvou, pak by byla vSechna ¢isla
lokalizovéana a obarvena; pro vlastni vypocet by to vSak necinilo prakticky rozdil, proto
od takovychto predikatd odhlizime]

¢) je vzdy dulezité rozlisit dva typy soudii (Kant)

véta typu: Cisla jsou necasova, bezbarva meta
je jiného typu nez prvocisla jsou licha (nejsou suda)  objektové

v druhé¢ klademe sudost mimo prvociselnost v rdmci stavajiciho oboru

v prvni umistujeme empirické predikaty mimo obor Cisel jakozto obor aplikace; tj.
neptikladame jim néjakou vlastnost

tzv. nekonecné soudy

jsou bytostné metajazykové, interpretovany objektové vedou k metafyzice

Cisla a matematické véty jsou véEné apod.

d) §61 ani predstavy nejsou v nds — kolik mm od sebe jsou vzdaleny; v nés jsou jen
krevni téliska, bunky etc.

]

zaveér diskuze

metafyzicka obhajoba teze

Cislo je predmét (co je pfedmét?)  vede

ptes otazku jak je ndm dan (obecné predmét zahrnujici také Cislo) k
a) psychologismu
b) platonismu (¢isla ve 3 1is1)

pficemz jedind moznost nachazejici pro Cisla vysvétleni na Zemi, (Sitz im Leben),
neextrapolujici mimo moznou zkusenost, vede ptes jazyk

v této situaci zainame Cist §62 (obrat k jazyku, nejvyznamnéjsi misto Grundlagen)
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wJak je nam tedy dano cislo, nemiizeme-li o néem mit Zadnou predstavu ani nazor? Slova
néco znamenaji pouze v kontextu vety. Jde tedy o to vysvetlit smysl véty, v niz se vyskytuje
cislovka. Tim je zprvu ponechano jeste mnoho mista liboviili, ale jiz jsme konstatovali, Ze
s cislovkami je nutné spojovat samostatné predmeéty. Tim je nam dan druh veét, které musi
mit smysl, vét vyjadrujicich znovurozpoznani.« [GL, § 62]

KX: nema cenu ptat se co je vyznam vyrazu, aniz bychom védéli jak je uzivan ve vétach
(to plati v obecné roviné predméti, specialné pak Cisel)

otazky pfevedeny
A) co je predmét co je vlastni jméno
B) co je Cislo co je Cislovka

ve smyslu jaka kritéria jej odliSuji od ostatnich kategorii vyrazl
pti¢emz predpokladdme
C) cislo je predmét Cislovka je vlastni jméno

B je tedy spec.ptipadem A

v citatu je zodpovézeno A:
vlastni jméno je vyraz pripustny po stran¢ rovnosti (znovurozpoznani)

dosud:

1) vychéazime z vét jakozto zédkladnich samostatnych jednotek jazyka, tedy néceho s
¢im Ize ucinit tah v jazykové hie (primat véty, samostatnost zde uzita jesté v
soudi u Kanta a Wittgensteina)

2) rozliS§ime v nich tfidu jmen

3) jejich substituci ziskame dal$i kategorie vyrazi

4) na tomto rozliSeni zalozime funkcionalni ontologii

pohyb 1 az 4 od véty k tomu, co je
aby skuteCna analyza jazyka, zbyva udat vnitrojazykové kritérium pro rozpoznani
5) vlastniho jména

vyskytuje se po stran¢ rovnosti
»wZ téhoz duvodu zde jesté nerikam “n =m + 17, nebot uz skrze symbol rovnosti je
(m + 1) oznaceno jako predmeét.« [GL, § 76]

jméno je to, pro co jsou definovéana kritéria identity

»wMa-li symbol a oznacovat predmeét, musime mit kritérium [Kennzeichen)], které by nam
dovolilo vzdy rozhodnout, zda je b totéz co a, i kdyz bychom nebyli pokazdé schopni toto
kritérium pouzit.« [GL, § 62]

racionale spojeni identity a jména

1) pfedstavme si ze jsme objevili horu, stojime na skéle a fikame: ty jsi A, pak odejdeme
a jméno mizi
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samotnd deixe z ni jméno ned¢ld, stejné jako ndm ho nedodad obcanka (vytetovanim se
problému nezbavime — nékdo musi byt znaky schopen piecist),
to co musime udélat je zaplést do vztahy s dalSimi jmény oboru, uvedeme kritéria, jak ji
znovurozpoznat, hora 200 m od jizniho pasu, zaneseni do referen¢niho systému
pak principielné ohodnocena tvrzeni

a) hora, kterou jsme véera videli 300 m od severniho hiebene = B

b) hora A (dosud ztékana a pozorovana ze severu) = B

c) Jitfenka = Vecernice = Venuse
slozita praxe znovurozpozndni nikoli do¢asna blizkost Stitku a exponatu (mytus muzea)
déla z vyrazl jméno
2) neurcitost deixe (triangulace vyznamu)
chcei fixovat referenci pro ,.kniha Vojna mir* ukédzdnim, nestaci, Brandom: jesté jinym
zplisobem
tato kniha je Vojna mir, tato kniha (War and Peace) je ta sama kniha
vyraz je jméno n&jakého predmétu lze-li jej identifikovat jesté jinym zpiisobem
3) Frege: vyraz nestaci spojit s jednim vyrazem téhoz ale vSemi, které ho oznacuji

to je disledek jiz zminénych zakladnich principt Fregovy logiky

WP kazda ptipustnd véta 1, 0

ASP je-li S(N) pfipustna véta, pak 1 véta S(N/M) pro libovolné M z tiidy P
substituovatelnych vyraz

tedy kazdé 1, 0

vezmeme-li vétu N=M jako pfipustnou

Wechselwirkung normativu a analyzy pfirozeného jazyka (normace néjakého fragmentu

praxe)

4) je zfejmé, Ze udani rovnosti je pro predmét (to o ¢em mluvime) konstitutivni!

§62 k uchopeni ¢isla jako predmétu je tieba fixovat smysl (rozuméj: pravdivostni
podminky) rovnosti mezi ¢iselnymi termy (nadpis)
[§63-§64]

§65 nejprve obecné: pravdivostni podminky libovolné rovnosti

LP: stejné je to, co lze substituovat salva veritate
véte A =B se jmény A, B je pfifazena hodnota pravda tehdy a jen tehdy, jestlize
pro libovolnou vétu daného kontextu S plati, ze v ni Ize nahradit jedno z
uvedenych jmen druhym, aniz by se zmeénila jeji pravdivostni hodnota (salva
veritate)

proc relativizace kontextu

kdyby kontext nebyl, pak by pro zadné graficky rizné A, B neplatilo A=B (Petr mysli na

jméno A)

obecné dusledky
1) tim jsou spojeny ob¢ charakteristiky vlastniho jména
a) substituovatelnost
b) pfipustnost identity
»v obecné substituovatelnosti jsou nyni ve skutecnosti obsazeny vsechny zakony
FOVRnosti«
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2) takto lze chapat Quineovu tezi (QT): byt znamend byt hodnotou vazané proménné
jelikoz funk¢éni €1 vétné vyrazy nemaji zprvu v kontextu rovnitka zadny smysl, nepocitaji
se ani mezi substituovatelné termy [pokusme se zapsat v Begriffsschrift]

vzpomenme: Vx2x=x+x neni rovnost funkci, ale jejich hodnot!

vyrazy pojem F, myslenka S nejsou jména predmétii

ovSem mohou byt, (a) ve specifickém kontextu, se specialn¢ stanovenymi kritérii identity
pro jejich jazykové reprezentace

pojem F = pojem G iff VxFx<>Gx

Mxfx=Aygy iff Vxfx=gx

pak lze zavést proménnou, ovSem jin¢ho typu (totéZ pro rovnost N=M a f=g jiné relace,
neni inter-substituovatelné)

[jak jinak rozumét QT; predstavme si konstrukci sémantiky pro logiky 1 a vysSich radi:

vyskyt symboll F, G jak v logice 1. tak vysSich fadu,

IxVy(FxARxy) VX3IxVy(FxaXxy)

univerzum U pro x univerzum U pro x a P(U) resp P(UkratU...) pro X; pokuste
se formulovat definici spliiovani]
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vyklad (§63-§69) - abstrakce

minule: §62-63, §65
identita jakozto
a) syntakticko-analytické kritérium vlastniho jména
vyraz je vlastni jméno je-li pfipustny po strané rovnosti
b) sémantickd podminka udéleni reference jmennému vyrazu
vyraz je jménem piedmétu jsou-li s nim spjata kritéria identity (kritéria
znovurozpoznani, vyraz je jménem piedmétu je-li s nim spjat jesSte jiny
zpusob jak ho poznat, Frege — vSechny zplsoby, od neurcitosti deixe k
celoplo$nému znovurozpoznani)
proto:
c) vétny kontext, v némz substituovatelné vyrazy oznacuji predméty (predmétny
obor), musi mit rozhodnuty vSechny identity; disledek WP a ASP
d) v tomto smyslu je identita pfedmétné konstitutivni

IDENTITA
SB, zvlastni relace, dilemma
a) relace mezi predméty — Wittg: fici o dvou predmétech ze jsou identické je
nesmysl, protoze nejsou 2
b) relace mezi jmény — problém use vs. mention, uzit vyraz neni totéz jako mluvit o
ném, ,,Petr je mensi nez ,,Karel*

puzzle
feSeni: u vét (specidln¢ identit typu Jitfenka=Vecernice) a jejich
podvyrazi nutno ucinit dvé diference
vyznam a smysl
primarni role
to co vyraz znaci, ven z jazyka jak to znaci
téma obj. jazyka metajazyka
use mention
planeta Venuse nejjasnéjs$i hvézda na

ranni (no¢ni) obloze

tyto diference umoznuji dvé mozna ¢teni vét jako
Vecernice = Jitfenka

a) z hlediska objektového jazyka je I trivialita (sémanticky pfeddefinovand jako
relace <a,a>,<b,b> ...), nikoli hluboké metafyzické tvrzeni o totoznosti predmétu
se sebou samym, nema cenu ji Cist informativné; takto je uzivdna v pojmovém
pismu (A uzivan za pfedmét, nikoli za sebe sama),
Vecernice = Jitfenka a Jitfenka = Jitfenka se z tohoto hlediska nelisi, nicméné

b) to, pro¢ je zajimava a informativni je ov§em z hlediska metajazykového: tvrzeni,
ze dve€ rizna jména oznacuji totéz; to se ovSem sémanticky neprojevi (F(N) tika,
ze predmét N ma vlastnost F, A = B ovSem netika na objektové urovni, ze vyraz
A oznacuje tentyz predmét jako B, ale Ze si jsou si pfedméty A a B rovny),
vyraziim nejsou piifazovany ony samy — kladeni riizného jako stejné je otdzka
apriori této sémantiky, jeji konstituce

pravé odtud se bere konstitutivni charakter identity:
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davame v ni najevo, Ze rizné budeme pouzivat jakozto (vyraz) totéz, rizné uzivat jako
stejné (identita je non-distinkce)
deskriptivni preskriptivni moment

zpét k vykladu

v §62 (nadpis) k uchopeni C¢isla je zapottebi specifikovat Ciselnou rovnost (jeji
pravdivostni podminky), a to ve dvou fazich

A) §65 nejprve pravdivostni podminky libovolné rovnosti, LP

LP: A=B iff VF(F(A)<—F(B))

spojeni kritérii vlastniho jména — substituovatelnosti a identity

B) pravdivostni podminky pro ¢iselnou rovnost (SP)

v souladu z dosavadnim vykladem (kde se ¢islo vyskytuje u pojmu) je tfeba rozhodnout
Cislo pfislusejici pojmu F = &islo piislusejici pojmu G

kratceji pocet F = pocet G

§63 Humtv princip (Cantor)

poCet F je stejny jako pocet G iff lze jejich prvky jednojednoznacné (vzajemné
jednoznaéng) priradit

1Zice na stole vidlicky na stole sudé ¢. liché ¢.

2 1

4 3

6 5

(neni $tastny motivacni ptiklad s ohledem na nekonecnost)

Snéhurcin trpaslik kurfift (voli¢ cisafe Rise fimské)
Kejchal falckrabé rynsky
Smudla arcibiskup trevirsky

Frege —Cislo pfislusejici pojmu F je totéZ jako Cislo pfislusejici pojmu G iff jsou
rovnopocetné (gleichzahlig), tj. ptislusi-li jim stejné ¢islo [pozor na formulaci!, nejedna
se o tautologii]

pocet F = pocet G iff F rovnopocetné G
HP NF=NGiffFeqG

existuje jednojednoznaéné ptirazeni F G
[piedb&zng: If ((fx=fy—x=y)A Vx(Fx—>GfX) A Vy(Gy—>Ix(FxAy=f(x))," ]

3 namitky

1) definujeme rovnost cisel (L), ale vyznam rovnosti se nevyskytuje jen zde, nybrz i
jinde, a neni ho tfeba specialné definovat, stoji pfedem (LP);

ano, my nechceme dostat, definovat rovnost ¢isel, nybrz ¢islo; pficemz vime

* kdybychom jako Frege vyzadovali totalitu funkci, pak nesta¢i piedpokladat ji u f, protoze z toho totalita
inverze nevyplyva, museli bychom fici, Ze je na
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A) rovnost konstitutivni element pfedmétné konstituce, to co musi byt specifikovano
mezi termy; specifikace rovnosti Ciselnych termu je tedy definici Cisla, totiZ jeho
definici v kontextu véty!, na P jsou SP, kritéria ¢iselné identity
B) pfi této konstituci hraje velkou roli LP (rovnost kterou zname), ktery je predpokladan,
a v tomto smyslu plati (,,skrze znamy pojem rovnosti chceme ziskat to, co si je rovno)

definiens HP definiendum

= (LP), rovnopocetnost pojmil - Cislo prislusejici pojmu

pocet pojmu

tedy

NF=NGIiffFeqG

obhajoba nezvyklosti takovéto definice

§64 definici sméru ptimky
LP, rovnobé&znost - smér piimky

DEFINICE ABSTRAKCI (kontextualni definice)

vychozi predméty, ekvivalence = nanich — nové predméty
XRX, XRYDYRX; XXY,YRZ—H>XXZ
DA F=G - #F =#G

# je abstraktor

1) smér piimek

pfimky, ekvivalence rovnobéznosti sméry piimek
al/b aT=bT

2) racionalni Cisla
dvojice ptirozenych, <m,n>~<p,q> iff mq=np m/n=p/q

pohyb od konkrétniho k abstraktnimu, konkrétni=relativné konkrétni
4) pfirozena Cisla
¢islovky rtiznych notaci, [1=2 2=l11
od ptirozenych k racionalnim etc.
Cislovka sama ale jiz abstraktum, typ vs. token

ABSTRAKCE
jak rozumét tomuto vyrabéni, abstrahovani novych predméti

jen jisty zptsob feci
spocivajici v restrikci kontextu, tj. odhlédnuti od urcitych rozliSeni, vyrokovych forem

vysvétleni

jak bylo feceno, pti definici abstrakci nepiedpokladano jen prosté definiens (F = G, SP),
ale 1 vyznam identity

LP N=M iff VF(F(N)<>F(M))

[Frege §65 jediné co u novych predmétii zndme je zaménitelnost, ostatni musi byt
zatizeno tak, aby platila — LP neni néco co by v DA platilo, ale co ma charakter vyzvy]

LP je soucasti definice abstrakci, a to soucast preskriptivni
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A) mame Kontext K vét v némz jména T pivodnich pfedméta + ekvivalence ~ na nich
<,4>=<12>
tyto predméty riizné <2,4>—=<1,2>, ve smyslu, rozlisitelné:
v K pro T neplati LP, prvni ¢len (Citatel) <2,4> je vétsi nez 1
chceme premeénit ekvivalenci v rovnost
B) na K nasadime LP, tj.definujeme
vlastnost invariantni = <m, n> je celé ¢islo (iff Ix xn=m)
Fx:  N=M, pak F(N)—>F(M)
restrikci kontextu na invariantni vlastnosti vi¢i = ziskdme kontext abstrakce Ka
C) v Ka pro T plati
N=~M iff VF F(N)<>F(M)
z LP N=M
~ se proméiuje v =,
D) jména pieznacime abstraktorem na jména #T
N — #N
<m, n> — m, n
tim se z n& stdva jméno abstraktniho pfedmétu, zadné kouzlo, ale jen odkaz k
restringovanému kontextu

toto je podstata logické abstrakce, odhlédnuti od urcitych rozliseni
identita je non-distinkce

vyraz ziistava stale tyz, to co se méni je jeho pouziti, véty které predpokladame ze plati
analyzovali jsme slouceninu
analyzovali jsme pojem slouceniny

pojem, funkce, vlastnost funguji jako abstraktory

pravdivostni podminky pro identitu (konstituci, abstrakci) predméti
LP obecné podminky pro rovnost (konstitutivni moment)
SP specidlni podminky
fyzické predméty - spojitost Casoprostorové trajektorie mezi smyslovymi
reprezentacemi
v rdmci DA
SP dodévaji ekvivalenci mezi reprezentanty (pivodnimi piedméty, rtiznymi, které
chceme vidét jako reprezentanty t€hoz), LP tah na omezeni kontextu, v némz bude platit
definice abstrakci:
#N=#M# iff SP, neni Cisté deskriptivni, preskripci reprezentuje LP
DA=SP+LP

2) druhd némitka, zda se definici abstrakci nedostaneme do sporu se zdkony rovnosti,
kterou zde mezi ur¢itymi predméty postulujeme

definujeme pfedméty via rovnost mezi nimi

§65 ne, protoze LP soucasti DA (byt v preskriptivni form¢)

,Jediné co vime o novych ptedmétech je jejich rovnost, vSe ostatni musi byt zatizeno, aby
platilo LP*

rozpis feCené¢ho: stanovime ekvivalenci s pretenzi rovnosti, vylou¢ime nonvariantni
predikaty
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3) ndmitka (§66)

HP (DA pro sméry ptimek) neohodnocuje vSechny identity kontextu

pouze pro TF=T M, nikoli T F=Anglie, smér zemské osy

nerestringovana kvantifikace, cokoli ma tvar jména zahrnuto do univerza;

nicméné problém zistava: DA zde neni univerzalnim kritériem identity pro vSechna
jména kontextu, nékteré rovnosti zlstdvaji nerozhodnuty (otizka ovSem zda jiné
pfipustime)

§68

DA odvrhnuta a nahrazena explicitni definici (ED)

Dummett: Sok, proti pivodnimu rozhodnuti, pfesvédceni, Ze je nutné Cislo definovat
kontextudlné (exegeticky problém)

vlastné se jedna také o abstrakci, zndmou z TM
novy piedmét se uchopi jako ekvivalencni tfida pfedmét pivodnich

MNOZINOVA ABSTRAKCE
mnozina X piv. predméti, ekvivalencix  — mnozina tfid abstrakce
Y={[x].xeX}
[x]=1y, y=x, yeX}
1) ptimky, rovnobéznost // smér piimky a = [a];
rozsah pojmu ,,rovnobézny s a*
2) trojuhelniky,podobnost tvar trojuhelnika = rozsah pojmu ...

problém Ze toto probihd v TM pro niz je vyraz tfida, resp. rozsah pojmu, tj. operator {}
nedefinovatelny, zakladni
je to ale také abstraktum, néco odvozeného, co by mélo byt definovano

EXPLICITN{ vs KONTEXTUALN{ DEFINICE

pfedmét dan rovnosti,
definiendum = definiens

™, 0 = {x; x#x} (mnozina z P existuje z existence n¢jaké mnoziny a
schématu vydéleni)
alefy=nejmensi nekone¢ny kardinal

novému znaku na L pfifazuji zndmy piedmét z P

otazka:

jaky ptfedmét je podle HP piifazen napt.vyrazu N x#x

neurcitost deixe, co je pfifazeno jménu ,Prazsky hrad®, ,trojsky kun* mévnuti ruky
nestaci, je zapotiebi kritéria identity, totéz plati pro N x#x

na otazku: jaky predmét HP piifadilo N x#x I1ze odpoveédét prave jen
ten samy jako N F za ptedpokladu, ze F eq x#x (trojsky ki je danajsky dar)

u explicitni definice je problém vyfesen je zdanlivé
u @ bychom fekli {x; x#x},
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alecou {x; x#x}?

a to je praveé problém s abstrakci mnozin (rozsahti)
v GL se Frege snaZi problém obejit: ,,pfedpokladam, Ze je znamo, co je to rozsah pojmu*,
v GG ovSem definovéna praveé skrze DA

vyrokové formy (pojmy), stejnost extenze - ttida (rozsah pojmu)
GV  Vx(Fx&Gx) {x, Fx}={y,Gy}

na otazku jaky predmét je {x; x#x}
ten samy jako {x; Fx} za ptredpokladu, ze Vx(Fx<>x#x)

problém 3) ale ziistava, ptame-li se, jaky predmét je N x#x

jsme s to odpovédét pouze pro jména tvaru N F (ten samy jako N F za ptedpokladu, ...),
nikoli pro libovolné M, a to je defekt (otazka ovSem je zda takovato jména v kontextu
mame)

odtud neeliminovatelnost definovaného ze vSech kontextd, spec. vyrazu N F =x

EXPLICITNI DEFINICE CISLA
3) pojmy, rovnociselnost

ED pocet F = rozsah pojmu ,,rovnociselny s F*
[Fleg = {G. G eq F}

na druhou stranu explicitni def. neni ptekvapeni, Frege je ¢asto hajil

s ohledem na jejich: konzervativnost (eliminovatelnost)

ktera u kontextualni nenastava (diskuse viz Dummett), coz ale neni zcela fér s ohledem

na jeji kreativni (konstitutivni, metafyzickou) povahu, ktera Fregovi veli ptidat ji do GG

jako axiom, GV — miSeni obou rovin pak také vede ke sporu, ptidava prvky do univerza,

které je jiz obsahuje [pak eliminovatelnd skute¢né neni, jiz v piipadé dvousortového

univerza ovSem ano|

lze uvést i obecné racionale pro explicitni:
spojeni a) Cisla jakozto vlastnosti pojmul
b) ¢isla jako predmétu
pod ¢islo jako vlastnost spadaji pojmy téze extenze
neni to ovSem pojem 2. fadu, nybrz jeho rozsah
1ze rozepsat
(pojmu trpaslik) ptislusi ¢islo 7,

pojem X ptislusi ¢islo 7

rozsah {X, X pfislusi ¢islo 7} =7 = {X, X eq trpaslik}
eliminace 7 z definice, vezmeme jeden z
pojmt, jemuz 7 piislusi

> divame-li se na DA jako na definici operatoru abstrakce
f(F)=f(G) iff F=G

na piedzhotoveném oboru pfedméti, pak mozna viceznacnost, kterou explicitni definice
f(F)={G; G=F}

netrpi, my ji ovSem pifedméty vyrabime, a to je problém (jehoz si Frege nebyl v GG védom)]
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vyklad (§70-79) - Humuyv princip

shrnuti:

1.

2.

N

k uchopeni vyrazu jako jména predmétu je zapotiebi specifikovat kritéria rovnosti
pro substituovatelné vyrazy kontextu, a to

a) obecné — LP

b) konkrétn€ — podminky konstituujici dany obor (SP)

SP pro ¢isla ma byt Humuv princip (HP):

pocet F = pocet G iff jsou rovnopocetné, piislusi jim stejné Cislo - 1ze jejich prvky
jednojednoznacné (vzajemné jednoznacné) piiradit

piipad nezvyklé definice, tzv. definice abstrakci (DA)

#F = #G < F = G (kokrétné NF = NG iff F equinumerous G)

definiens: F, G, ~, LP definiendum: #G

puvodni predméty nové predméty

konstitutivni role LP: z ekvivalence rovnost, vyzva k restrikci kontextu

3. nédmitka:

a) HP nerozhoduje vSechny identity kontextu, resp. rozhoduje jen tvaru #F =
#G, ekvi:

b) definovany vyraz #F je neeliminovatelny ze vSech kontextl, napf. typu
#F=x (eliminovatelnost konstanty S: je-li D(S) jeji definice, pak pro
kazdou vétu A(S) existuje véta B bez S takova, ze D(S) |— A(S)—B)

explicitni definice: #F = {G, G = F}(=[F]. tfida abstrakce, konkrétné¢ N F = {G, G
eq F}); eliminovatelna (Fregtiv pozadavek na korektni definici)

TECHNICKE REKVIZITY definice &isla
na rovnopocetnosti, tedy vysvétleni fraze

pojmu F pftislusi stejné Cislo jako pojmu G (F eq G)

zavisi jak definice kontextualni

FeqG »» NF=NG

tak explicitni

FeqG »» N F=[Fleq = {G, G eq F}

ptitom je zvlastni, Ze fraze ma blize k adjektivnimu, nezli substantivnimu uziti ¢islovky

definice rovnopocetnosti
diive z (prosté) funkce, Frege z relace’

relace (Beziehung) — vyznam vicemistného predikatu (dvojnenasyceny)

z véty S(Ny, Ny, ..., N) vyjmutim n jmen

¢ yychazime zde z moderniho rozliseni
funkéni f predikatové konstanty P
které u Frega chybi, resp. je jenom sémantické:

libovolné pfifazeni v univerzu do1,0

tj. na syntaktické urovni neni nijak vyjadieno, lze tedy psat jak

filosof(Kant) = Sovinista(Klaus)=1
hlavni mésto(Némecko)=Berlin.

(totalni) funkce je relace s pozadavkem vx3lyR(x,y), tj VxIyR(x,y) a
netotalni staci VX, Y, z (R, y)AR(X, 2)—>y=2z)
nyni lze definovat: f(x)=y iff R(x,y)
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vyraz kategorie T, T, .. T->S
[odbocka
zatimco pojem nasycuji predméty, relaci jejich n-tice
a spada pod pojem F(ilosof) a stoji ve vztahu R k b
Kant <Zeman, Vysoc¢ina>
Hegel <Qross, lidi>
Pithart <Skromach, smazeny syr>

uchopeni relacniho abstraktu jako mnoziny dvojic nefregovsky; je to problém per se
zatim definovan jen abstrakt pojmu  {x, Fx}, resp. priitbéh hodnot x;Fx

moznosti 1) Russell, specialni abstraktor: xyRxy
2) Peano: z nedefinované dvojice x;y, {w, Ixdy(w =x;y .A R(x, y)}
3) teprve definice x;y = {X, {X, y}} redukuje relace na mnoziny
4) Frege: dvojity pribéh hodnot, pribéh priibéhu hodnot
xyRyx, x pfifazuje yRyx
predpokladé definici uspotadané dvojice (Wiener, Kuratowski)]

chceme relaci R jednojednoznac¢ného vzajemného ptifazeni, mezi tiidou vidlicek a nozt
<nizl, vidlickal>
<nuz2, vidlicka2>

§71

1) R je vzdjemné ptifazeni N a V

1.1) kazdému N je R pfifazena V Vx(Nx—3y(VyARxy)(N zobrazeno do V)
1.2) kazdému V v R odpovida n¢jaky N Vy(Vy—>3Ix(NxARxy)(V zobrazeno do N)
§72

2) R je jednojednoznaéné ptifazeni N V

2.1) kazdému N nejvyse jeden V Vxyz(RxyARxz—y=z) (funkce)
2.2) kazdému V nejvyse jeden N Vxyz(RxyARzy—x=z) (prostd)

F je rovnopocetny s G (F eq G) iff existuje R které je vzijemné (einander) a
jednojednoznaéné (beiderseitseindeutig)

v §73 Frege okamzité tvrdi a dokazuje HP jakozto teorém
NF=NGIiffFeqG
musi byt dok4zéano, ze se rozsah ,,rovnopocetny s F* rovna rozsahu ,,rovnopocetny s G*
iff ...
kde ovSem L: [Fleq= [Gleq
napadné: ? mame kritérium rovnosti rozsahti

Frege: <« musi byt dokézano, Ze za ptedpokladu F eq G, kdyz H eq F, pak H eq G,

jako kritérium rovnosti rozsahii Frege evidentn¢, byt’ implicitné, ptredpoklada
GV  {x, Fx}={y,Gy} iff Vx(Fx<>Gx)

kde F a G jsou momentaln¢ pojmy druhého tadu (v GG se zméni)

tj.
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[Fleg= {H, Heq F} = {H, T(H)} [Glee= {H, Heq G} = {H, S(H)}
[Fleq=[Gleq iff VH(T(H)>S(H)) iff VH(H eq F < H eq G)

mame-li GV, pak HP Ize dokézat trividlng,
«— nutno dokazat, ze je eq relace ekvivalence, pak z F eq G a H eq F vyplyva H eq G
— predpoklad VH(H eq F <> H eq G), vezmi F eq F a dostanes F eq G.

problém v GV, coz je vlastné
DA tj. implicitni definice pro prubéhy hodnot resp. mnoziny
rozsah pojmu F = rozsah pojmu G iff pod n& spadaji tytéZ pfedméty (pojmy
nizs§iho fadu); axiom extenzionality
implicitni definice se nam tedy vratila, a to navic ve formé, kterd obsahuje spor
(Russelltiv paradox)

RUSSELLUV PARADOX
Russell, definuj predikat: byt predikatem, ktery neni predikovan sdm sobé
Frege: byt rozsahem pojmu, ktery tomuto rozsahu nenalezi (—P({y;Py})
zapisujme bybi {y;Fy} jako #F
GV jako speci DA (aby bylo vidét, Ze se jedna o jediny piedpoklad)

#F = #G iff VxFx—Gx

Def  Gx:=3JF(x=#FA —Fx)
? =G(#QG), necht’ ano, pak z Def
VF#G=#F — F(#QG))
antecedens plati pro G (zédkon rovnosti, t;=s;—f(t;)=f(s1)), a tedy
G(#G)
? G(#QG), pak z Def
JF#G=H#FA “F(#G)
pro toto F plati z GV Vx(Fx<Gx), tedy
Vx(—Fx-—Gx)
tedy —~G(#Q)

tim se zd4a byt Fregova prace znehodnocena, nebot' ze sporné formule lze odvodit
libovolnou

ve skuteCnosti tomu tak neni, analyza problému inkonzistence prosttedky TEORIE
MODELu

tj divejme se na

DA #F=#Giff F~ G

jako na pokus o zavedeni nového funktoru # kategorie ((T—S)—T)); tj. pfedpokladejme
mnozinovou sémantiku, které¢ nad nosi¢em D interpretaci resp. valuaci I ptitazuje

jmennym konstantdm resp. proménnym N, M prvky nosice I(N)
predikatovym konstantam resp. proménnym F, G (predikaty) podmnoziny  nosice
I(F)

v DA se snazime o implicitni definici funkce # druhého tadu, kterd podmnozindm
univerza piifazuje prvky univerza
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GV #F = #G iff VxFx—Gx
GVb («) princip extenzionalni sémantiky, (predikaty se stejnou extenzi jsou
zaménitelné, ,,identita” pojmill), zde plati dvojnasob, nebot’ mnozina je uréena svymi
prvky, tedy I(F) = I(G), a tudiz i [(#F) = I(#QG), jinak by I(#) nebyla funkce, tj. jednomu
pfedmétu by pfifazovala riizné, tato strana je analyticky pravdiva
GVa (—) #F = #G — (VxFx—Gx)
kdyz I(#)=f, pak GVa chce, aby
pro libovolnou mnozinu X, Y f(X) = f(Y) —» X =Y, tedy aby f byla
prosta,
jinymi slovy: systém vSech podmnozin nosi¢e P(D) ma byt f injektivné
zobrazen do D, tedy aby kazdé podmnoziné€ univerza D odpovidal praveé
jeden prvek univerza
pak by P(D) mé¢la mensi nebo stejnou kardinalitu jako D, tj |P(D)|<|D|

Cantorova véta: |X| < |[P(X)|
X lze prosté zobrazit do P(X), g: x —> {x}, tedy |X]| < |P(X)|
necht’ existuje f prosta, zobrazujici X na P(X); vezmi
y={u,ueXA—~uef(u)}
jelikoz na, y musi mit vzor, necht’ f(v) =y
y ey, pak = y ey avice versa
tedy f neexistuje

tedy GVa je neplatny v libovolné interpretaci, tedy kontradikce, analyticka nepravda
[pfes Cantorovu vétu také na paradox piisel Russell]

uvazme HP (per se)
#F =#G iff Feq G
iff 3 ((fx=ty—>x=y)A Vx(Fx—>Gfx) A Vy(Gy—>3Ix(Fxay={(x))

jak je to s jeho platnosti, opet zna¢me I(#) jako
HPb (<) XeqY — f(X)=f(Y), tj. tentyz predmét je pfifazen mnozindm, které maji
stejny pocet predmétil; zadny problém
HPa (—) #F =#G — (F eq G)
f(X) = f(Y), pak X a Y maji stejny pocet prvki; konverzi:
mnozinam s riznym poctem prvki pfifazeny rizné predméty

tedy systém E(D) tfid ekvivalence rovnopocetnosti na P(D) (E(D)={[X].q, X € P(D)}) lze
prosté zobrazit do D
to neplati v konecnych D

n prvkl
tiidy ekvivalence prvky
n prvkové podmnoZziny an
n-1 ... an-1
1 prvkové a
prazdna tida nic nezbylo

tedy HP resp HPa nelze splnit v konecnych doménéch



SHRNUTI Z 28. 4. 2003

v nekone¢nych ano,
zkonstruujeme spocetny model HP; mé&jme spocetné nekonecné univerzum D, g bijekci D
a ptirozenych Cisel
definuj interpretaci I tak, aby I(#)=f:
f(X): =g(0) kdyz X nekonecné

=g(n+1) kdyz ma X n prvka
interpretace <D, I> je modelem HP.
(model pro libovolnou kardinalitu X,, zkonstruujeme takto: vezmi mnozinu M ordinali <
Xm, definuj funkei f tak, Ze pro libovolnou podmnozinu X mnoziny M f(X) = A takovy
kardinal, ze |X|=A (M obsahuje kardinalitu libovolné podmnoziny)
obecné: pro libovolnou nekonecnou mnozinu X plati, ze pocet raznych kardinalit
podmnozin X je nejvyse roven kardinalité X)

tedy HP narozdil od GV
1) neni kontradiktoricky
2) neplati v konecnych doménéch (synteticky?)

z toho lze tusit, ze vyuzit jako (implicitni) definice (hilbertovsky axiom) narozdil od GV
1) nevede k tradi¢nim paradoxim
2) néjakym zplsobem garantuje (vynucuje si) na ném vystavéné aritmetice
existenci nekonecné mnoha predmét (v TM a TT zapotiebi axiomu nekonecna)

Boolos, Heck, Wright

v Grundlagen a GG je sporny GV uzit pouze k explicitni definici ¢isla a odvozeni HP,
dale nevyuzivan, tj pii vlastnim odvozeni aritmetickych teoréml pouzivan jen
konzistentni HP

nazveme-li L2 + HP Fregovou aritmetikou (FA), Ize dokéazat

1) obvyklé antinomie se na FA nevztahuji, 1ze se domnivat Ze je konzistentni
2) Fregiv teorém: FA |—PA2
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vyklad (§79-83) - ancestral

zkoumani formuli tvaru
DA #F=#G ifft F~ G
tj. implicitnich definic funkce # (funkce vymezené DA jakozto axiomem) z pojmu do
individui, tj. z P(D) do domény D, které¢ vyzaduji, aby funkce respektovala ekvivalenci =,
tj. neekvivalentnim mnoZzindm pfifazeny razné predméty
coz znaci, ze

predméti D musi byt alesponi tolik, co tfid ekvivalence z P(D).={[X]~; XeP(D)}
tj. IDI>|P(D)~| (operator kardinality neni nic jiného nez Fregiiv operator poctu N,
definovany stejné, tj. jednojednoznacnym vzijemnym piifazenim, piicemz X > Y
ptirozené znaci, ze existuje takovéto ptifazeni mezi Y a ¢asti — vlastni nebo nevlastni — X
), z toho nyni
a) GV neplati, protoze |P(D).| = |P(D)| coz z Cantorovy véty > |D|
b) HP neplati v kone¢nych doménach, kde pro |D| = n se |[P(D)q| = nt+1; v nekonecnych
ovSem [P(D)eq| < |D|
c) DA pro X =Y, kdyz (X - Y) U (Y — X) je konecné (tj. X a Y se lisi jen konecné
mnoha prvky), plati jen v koneénych doménach, nebot’ v nekoneéném D [P(D).| = [P(D)|’
d) DA pro F = G iff VX(FxFx)A(Gx«>Gx) v libovolné doméné, nebot’ |[P(D)+| =1

[

byli jsme ovSem nuceni zaujmout formalistické stanovisko (Hilbertiv hotel), proti
Fregovym intencim

funkce # definovana jako ta, ktera splituje

#F = #G iff (F eq G)

téch je ale v dané nekonecné doméné nekonecné mnoho (permutaéni argument)

0, 1, 2,.. 0, 1, 2,..

Xo, 0, 1,.. 0, o, 1, ...
Hilbertova implicitni definice pojmi via axiomy, které pro né¢ musi platit
pojmy nezachyceny jednozna¢né, v nejlepSim piipadé¢ az na izomorfismus (coZ neni
piipad PA)

zmizel konstruktivni, a tedy i explanacni prvek, kterd byl v DA jakozto postupu od
puvodnich ke starym predmétim obsazen

problém konstruktivné chapaného GV

#F = #G iff Vx(Fx—Gx)
muze byt, ze v ném na L zavadime nové predméty (prubéhy hodnot, mnoziny) pomoci P,
v niz proménna x probiha i pfes né, tj predpoklada je

proto bylo mozné utvofit problematické formule jako —F(#F) apod.

jednoducha cesta (TT, konstruktivismu) ven z paradoxu je uvazovat dvé oddélené
domény, tj. chépat #F jako substituovatelny term nové

proménna x se vztahuje k D1 zakladni Groven, praclementy
jméno #F k D2 mnoziny elementt

7 jelikoz pro k = |D| je systém kone¢nych podmnozin D roven , plati, Ze pro libovolnou X < D je |[X]-| <
|D|, tedy neekvivalentnich X musi byt [P(D)|.
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kde jiz F neni nutné predikatem, a tedy neni tfeba uvazovat vétu F(#F)

jadro paradoxu ale netkvi ani tak v moznosti vyvaret fle jako F(#F), coz umoznuje i HP
(1), ale v moznosti vyvaret vice jmen raznych predmétii, nez jich je v ptivodni doméng:
Russelliv paradox ukazuje, ze objekt #G, pro Gx:= IFF(x=#FA—-Fx) nemiize pattfit do
puvodni domény]

DALSI DEFINICE A VETY
sledujeme Grundlagen, od §74 chapeme HP jako definici, ignorujeme Ze byl dokazéan z
GV
§74 [Defl eq]
§72
Def2 x je kardindlni ¢islo (Anzahl) kdyzZ existuje pojem, Ze mu x nélezi
AX iffper  IF(NF=x)
Def3: 0 je cislo, které ptislusi pojmu ,,neroven sam sob&*
Frege neformuluje explicitné 0 = [X#X]eq, tj, je to rozsah pojmu ,,rovnopocetny pojmu
XEX
implicitné 0 = N(x#x)
§77 definici dve jsme ziskali predmét, 0, jak dospét k jedné
Def4 1 =N(x=0)
vyhled na nekone¢no
mame 1, 0, a plati
N(F) =N(G) iff Feq G
~( (x#%) eq x = 0)), tedy (NG#x)ZN(x=0))
atd. 2 =Nx=0 v x=1)
obecné lze vzit
n+1=N(x=0v ....x=n)
to je ovSem pouhé schéma, nikoli formule

kdybychom méli k dispozici relaci bezprostfedniho néslednika (resp. ptedchidce) a zni
definovatelnou relaci obecného naslednika (ancestral) <, Ize definovat
n+1=N(x=nvx<n)

RELACE NASLEDNIKA
Begriffsschrift, vznik logiky, definice ptedka z relace ptimého predchtidce

§75
Korl: pojmu pfislusi ¢islo nula tehdy a jen tehdy je-li prazdny
VX Fx iff NF=0
dukaz — Vx(—x#£x), tedy F eq x#x, tedy N F =N (x#x)=0
«— N F =N (x#£x), tedy F eq x#x, tedy Vx(—x#x)

§76 definice bezprostiedniho Ciselného néslednika (bezprostiedniho néslednika v tadé
ptirozenych ¢isel) [problém s nekonecnem, které v t¢ fad¢ take je])
?NFPNG
kdyZ pod néj spada o jeden predmét méné
N (Schubertova symfonie) P N(Beethovenova)
obecné
Def5 n bezprostiedné nasleduje v ¢iselné fadé za m
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resp. m bezprostiedné predchazi n v ¢iselné fad (symbolicky m P n)

1ffper JF3x (Fx A NF = n A N(FyAy#x)=m)
zde se mj. ukazuje potfeba indexovat operator N proménnou pojmu, jemuz je piipisovano
Cislo, tedy JF3x (Fx A NxFx = n A Ny(FyAy#x)=m)
§77
Kor2: OP1
dikaz: Nx(x#£x), Nx(x=0),
vezmi Fx: x=0, a uvaz Gx:= Fx A x£0
plati Vx—Gx, tedy dle Kor I, NG =0
Nx Fx =1 z definice, a tedy OP1 cbd
§78
Vi 0Pn — n=1
V2,3,4 NxFx=1 < 3!xFx
V5 (m;Pn;Am;Pn; — (n1=n; <> m;=my) (P je jednojednoznacéné)
Vo6a VX(x#£0AAX = Jy(AyAayPx)
V6b —xP0

dikaz V6b  necht’ xPO0, ex. a, F, Ny(Fyay#a)=0, Fa contra Kor. 1

konstrukce tady ptirozenych cCisel
mame 0, vime, Ze 0 nema zadného predchidce a ze kazdé ¢islo ma nejvyse jednoho
bezprosttedniho naslednika a prave jednoho bezprosttedniho pfedchiidce

kdyby se ukazalo, ze kazd¢ ¢islo ma bezprostiedniho naslednika,
Ciselna tfada zac¢inajici 0 nutné nekonecna (nelze se zacyklit, protoze pak by 2 ¢isla méla
stejného bezprostfedniho naslednika)

Dedekindova charakterizace nekone¢na

df, a (prosta, totdlni A Vyf(y)#a), tj. X je Dedekindovsky nekonecna je-li prosté
zobrazitelna na vlastni Cast

ekvivalence: X je nekonecnd iff X je Dedekindovsky nekonecnd, plati ve sméru — pouze
za pfedpokladu AC

[HP si nevyzaduje pouze nekonecné mnoho piredméti, ale Dedekindovsky nekonecné
mnoho]

DEFINICE OBECNEHO NASLEDN{KA
legenda
definice genetického pfedka R* z relace genetického rodi¢e R

a R* biff 3xy, X2, ..., Xna R Xy, ... Xa R D a je pra"rodi¢ b
a je ptedek b iff a je rodi€¢ b v 3 xja je rodi€ x; A X; je rodic b ...
kdyz se k nému dostaneme jednim nebo dvéma ... kroky

nekonecna formule

logika nekonecnych fli ekvivalentni logice vysSich fadi

v niz néslednik definovatelny

1ze nahlédnout jak, totiz via iteraci relace R
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1. pokus: fekneme, ze a je predek b jestlize nalezi mnoziné X, v niz jsou vSichni ptfimi
predci b a ktera je uzaviena na R, tj. s kazdym x, které obsahuje, obsahuje i vSechna y
yRx

ta jist¢ obsahuje vSechny obecné ptedky b, ale miize obsahovat i jiné

tedy

2. aje predek b nalezi-1i nejmensi takové, definice minimélniho uzavéru

definujme (§79):
Def 7a b nésleduje v R-fadé za a resp. a predchazi b v R fadé
aR*b iff VF(Vx(aRx—>Fx)A(Vyz (FyanyRz—Fz))—FDb)

[diskuze definice, dvoji vyklad

a) kvantifikujeme pfes mnoziny
b nélezi kazdé mnozin¢€, kterd obsahuje pfimé nasledniky a a je uzaviena
na aplikaci R

b) ptes vlastnosti, F je tzv. dédi¢na vlastnost v R tadé iff Vxy (FxAxRy—Fy)
b ma vSechny dédicné vlastnosti, které maji vSichni pfimi naslednici a

korektnost definice
a R* b iff b je skute¢ny obecny naslednik a (existuje posloupnost ...)
b) « trivialni, jeli b skute¢ny néslednik a, pak existuje posloupnost

aRx;, ...xaRD

ma-li x; dédi¢nou vlastnost F, m4 ji z definice i b
— komplikovanéjsi

méjme b, které splituje aR*b a uvazme vlastnost Fx: x je skuteCnym
naslednikem a

plati: aRx—Fx

F(y)AyRz — Fz

F je tedy dédi¢na a maji ji pfimi naslednici a, podle a R* b ma b vSechny

dédicné vlastnosti které maji pfimi naslednici a, tedy i F

? zde ne zcela korektni

a) vlastnost ,,x je skuteCny naslednik a“ jsme nebyli schopni definovat a ted’ ji
pouzivame, abychom dokazali, ze o b plati navic

b) vezmeme-li jako Fx pfimo aR*x, mame vlastnost, ktera kvantifikuje pres sebe
(impredikativni) [mizZe a nemusi byt problém]

c) nechapeme-li vlastnosti extenzionaln¢, tedy jako =zavislé na vyrazovych
moznostech systému, neni nic nemozné na tom, aby vedle tfidy skute¢nych
nasledovnikt existoval b, ktery ma vSechny dédi¢né vlastnosti a

d) viz rozdil indukce 2. fadu a schématu indukce]

§81
Def 7b y nélezi R tadé zacinajici x (nevlastni naslednik) resp. x nélezi R tadé koncCici y
(nevlastni pfedchtdce)
aR*"b iff (aR*b v a=b)
iff VF(Fa)A(Vyz (FyanyRz—Fz))—Fb)
§82
diikazova metoda: indukce
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I1 12
chceme dokéazat, ze kdyz plati aR*b, pak Fb aR*b
stac¢i dokazat Vx(aRx—Fx) Fa

a z predpokladu Fy a yRz odvodit Fz

Véta 7a, b

I1 (Vx(aRx—Fx) AVy,z(FyanyRz—Fz) — (aR*b—Fb))

12 (Fa AVy,z (FyAyRz—Fz) — (aR* b—Fb))

a) dikaz trivialné z Def 7a
b) 11 |— 12 necht’ plati antecedent 12, pak i antecedent 11, pfedpokladejme, Ze aR*b, tedy
Fb, kdyby a=b,pak z platnosti Fa i Fb.

konkrétné
Def8 x je konecné Cislo iff x nalezi ¢iselné fad€ zacinajici 0
Fin(x) iff OP* x
12a kdyz plati 0 P*"b, pak i F(b), tj. (Fin(b)—>F(b))
staci  F(0)
Fx, xPy =>Fy

VF(F(0)AVxy(FxAxPy—>Fy)—>Vz(0P* z—F(z))
platnost 12 a 12a se opira o definice 6 a 7
pro nazornost lze P* zapisovat jako <, P*~ jako <

chceme uz pouze dokazat, Ze je Ciselna fada nekonecna
tedy, ze
Finn — 3Im nPm
v § 82-3 nacrtnut diikaz véty
véta 9 Finn — n P Ny(y<n)
§82 ohlasen ditkaz indukci 12, kde Fx:= x P Ny(y<x)
(9.1) 0P Ny(y=<0)
(9.2) aPb A aP Ny(y<a).— b P Ny(y<b)

dikaz (9.1) snadny, (9.2) nikoli, zapotiebi (§83)
véta 8 Finn — —n<n
coz lze skrze 12,

z toho ovsem nelze dokdzat (9.2), ale pouze
(9.2") Fina —(9.2)
coz Frege nezmiiuje,
nelze tedy aplikovat ani 12, ale
Kor3 (13)
chceme dokazat, ze kdyz plati aR* b, pak Fb
staci dokazat Fa
a z predpokladu aR* x, Fx a xRy odvodit Fy
Fa AVX,y(aR* XAFXxAXRy—Fy) .— (aR* b—FDb)
plati 12 |- 13
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tedy 1 véta 9
z niz vyplyva nekonec¢nost Ciselné fady
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vyklad §84-6) - nekoneéno
ptehled vét a definic do §83
Defl(rovnopocetnost): F eq G iff IR(Vxyz(RxyARxz—>y=2)A
Vx(Fx—3y(GyARxy))A
Vy(Gy—3Ix(FxARxy)AVxyz(RxyARzy—x=7)
Axiom (Humiiv princip, HP): NxFx=NxGx iff F eq G

Def2 (kardinalni ¢islo): Ax iff IF(NF=x)
Def3: 0 = N(x#x)

Def4 1 =N(x=0)

Korl Vx-Fx iff NF=0

Def5 (bezpr. naslednik) m P n iff 3F3x (Fx A NF =n A N(FyAy#x)=m)
Kor2: OP1

V1 0Pn — n=1

V2,3,4 NxFx=1 <> 3!xFx

V5 (m;Pn;AmyPn; — (nj=n; <> m;=m,)
V6a Vx(x£0AAXx — Jy(AyAyPx)

V6b —xP0

Def 7a (naslednik v R fad€): aR*b iff VF(Vx(aRx—Fx) A(Vyz (FyanyRz—Fz))—>Fb)
Def 7b (nevlastni naslednik): aR*"b iff (aR*b v a=b)

V7a (indukce, 11): (Vx(aRx—>Fx) AVy,z(FyanyRz—Fz) — (aR*b—Fb))
V7b (12) (Fa AVYy,z (FyanyRz—Fz) — (aR* b—Fb))

Def8 (koneéné ¢islo) Fin(x) iff OP* x

Konvence a<b iff aP* b, a<b iff aP*b

V8 Finn — —n<n

Vo.2n (Fin a—aPb A a P Ny(y<a)) — b P Ny(y<b)

Kor3 (13) (Fa AVx,y(aR* xAFxAxRy—Fy)) — (aR* b—FDb)
V9 Finn — n P Ny(y<n)

plati: I1 |—I2; V8 je dokadzana skrze 12; V9.2” skrze V8§; 12 |—I3; V9 skrze 13 a V9.2,
V9.2" a I3 Frege v GL (§82) neformuluje, protoze se mylné¢ domniva, ze lze V9 dokézat
pouze skrze 12, totiz jeho aplikaci na V9.2 ((aPb A a P Ny(y<a)) —» b P Ny(y<b)), ktera
ovsem z V8 dokazatelna neni

diky V5 (xPyAaxPz—x=z) mizeme z P definovat tzv. naslednickou funkci s(x)=y iff xPy,

vime, ze plati

P1 —s(x)=0 (V6Db),

P2 Vxy s(x)=s(y)—>x=y (V5);

z V9 vyplyva Vx(Finx—>3JyxPy), tj. s je definovdna na nevlastnich naslednicich 0,
pticemz kazdému piifazuje prvek, ktery se v fad¢ zatim neobjevil; ¢iselné fada zacinajici
0 je tedy nekonecna (0 je prifazen rizny ¢len z P1, necht’ m (sss m-krat 0) prvni ¢len
fady, kterému pfifazen néjaky n pro 0<n<m, tj. s(m)=n=s(n-1), z P2 tedy m=n-1, tedy
s(m-1)=n-1, n-1 se nemize rovnat 0, tedy m-1 byl piifazen Clen fady 0<n<m kontra
ptedpoklad; tohle vlastné¢ tvrdi V8)

P1, P2 dva Peano-Dedekindovy axiomy, zodpovédné za nekonecnost modeld, a to
nekonecno dedekindovské
1) X je dedekindovsky nekone€na, existuje-li f prostd a acX takové ze Domf=X a
x¢Rngf
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2) libovolna nekone¢na mnozina je dedekindovsky nekonecna za predpokladu AC;
dk: mame-li nekonec¢nou X a vybérovou funkci g: P(X)—X takovou, Ze g(X)eX,
pak konstruujeme posloupnost
a;=g(X), ap+1=g(X-{ay, ...a,}), pficemz dedekindovskou f na X
jako f(ay)=an+1 pro Cleny fady, f(b)=b pro ostatni

chépeme-li P1 a P2 jako soucast snahy o charakterizaci struktury pfirozenych ¢isel, pak
nedostate¢né pravé s ohledem na ostatni mozné prvky, které je splni (Zadnému nebude
piifazena 0 a f na nich definované zlstane prostd); chceme aby v modelu byly kromé
nuly pouze vysledky aplikace f na 0, tj. pouze prvky k nimiz se 1ze dostat konecné mnoha
kroky, tj. pouze nevlastni néslednici 0 — odtud potieba definice naslednika

y je nevlastni naslednik 0 (y je pfir. Cislo, Fin y) iff VX(X(0)AVX(Xx—>X(s(Xx)))—>Xy
tj. y nalezi kazdé mnozin¢ 1) obsahujici 0
i1) uzaviené na aplikaci s

definice funguje, protoze b musi byt v kazdé¢ mnozin¢€ spliujici 1), i), tedy 1 v nejmensi
takové, obsahujici pouze nevlastni nasledniky 0; ta je ovSem definovana prave
podminkou Fin x; tedy: definice funguje diky tomu, Ze se V vztahuje i na definovanou
mnozinu (vlastnost)

problém lépe vidét v diskurzu dédi¢nych vlastnosti: VF(F(0)AVX(Fx—F(s(x)))—>Fy, tj. y
je nevlastni naslednik 0 jestlize ma vSechny vlastnosti dédi¢né v s fadé které ma 0

necht’ existuje b které ma vSechny s-dédicné vlastnosti jako 0, ale neplati Fin b; za F
vezméme vlastnost Fin x;

plati a) Fin dédi¢na, b) Fin 0; ergo Fin b spor

[namitka: neptali jsme se zda Fin b, ale zda je b skute¢ny naslednik, odpovéd’: vezmi za
vlastnost ,,x je skute¢ny naslednik* a pokracuj stejn¢; namitka: snazime se ovéfit
korektnost definice skutecného naslednika, nemizeme ji tedy pti diikazu predpokladat]

impredikativita definice: pfedmét ¢i vlastnost definovany pomoci totality, v niZ se sami
nachazeji (prostfednictvim kvantifikace, v jejimz oboru jsou) — Russellova diagn6za
paradoxu

GV #F=#G iff Vx(Fx<>Gx)
odvozeni paradoxu —

Gx:=3F(x=#FA—Fx)

7G(#G) a ~G(#G) vzdy opak;

DA byla obecné vysvétlena jako postup od piivodnich k novych; zde ovSem ptivodni
,predméty*, pojmy F ve své aplikaci predpokladaji existenci predmétii novych,
zavadénych, tj.smysluplnost vét G(#G); vyznam #G tady vysvétlen skrze sebe sama —
bludny kruh,;

konstruktivistické a TT feSeni paradoxli — zakdzat impredikativitu

sortace univerza

impredikativita ovS§em neochromuje kazdou DA:
v GV Gx:=3F(x=#FA—Fx)
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z G#G) = IFHG=HFA-F(#Q)), pro F z GV plati, ze Vx(Fx<>Gx) a tedy

—~G(#Q)
v HP z G(#G) = IFHG=#FA—F(#G)), pro F podle HP plati F eq G, z ¢ehoz
nevyplyva ~G(#G)

vime ostatné¢, ze HP je konzistentni

impredikativita HP neochromuje FA, naopak slouzi je prostiedkem (hybatelem) diikazu
existence nekone¢na

NX(X=Nx(x#X))ENX(X#X)

x=Nx(x#X) ne-eq X#X,

protoze pod prvni spada prave jeden predmét, a to Nx(x#x)
podstatné u HP je, ze ,,vytvafené* predméty ptiddva do plivodniho univerza, a to ad
infinitum; ptedpoklad jeho kone¢nosti pak vede ke sporu; nekonec¢nost vyhovuje
GV pridaval vice pfedméti kontra libovolna predpoklad (2™ proti X), odtud spor

definice n+1=N(x<n) obsahuje navic impredikativni definici néslednika, ktera takova
musi byt, aby fungovala

[

uvazme verzi indukce, ktera kvantifikuje pouze ptes predikaty aritmetického jazyka L 1.
fadu (substitu¢ni kvantifikace resp. 1. fddové schéma)

SI Vo((0)AVX(px—9s(X))—>0y)

? zachyti PA =SI+ P1 + P2 pouze strukturu pfirozenych Cisel

nemuze v ptipadném modelu existovat b takovy, Ze ma vSechny vlastnosti 0 déditelné v s
fad¢ vyjadritelné v L a neni skuteénym naslednikem?

existence nestandardnich modelti: ¢ nova konstanta, C={c#0, c#s(0), ...}, kazda konecna
podmnozina C a PA maji model, tedy i C+PA; ¢ neni skute¢nym naslednikem nuly, ale z
platnosti PA musi mit vSechny dédi¢né vlastnosti vyj. v L, které ma 0

z toho je vidét, ze ¢x:=,,x je naslednikem 0 neni vlastnost formulovatelna v L, protoze
pak by Slo dosadit z ¢ a usoudit Vxox

vezmeme-li na definici ndslednika zalozenou vétu jako dal$i axiom
Al VX(X(0)AVX(Xx—>X(s(x))) > VyXy
pak je ziejmé, ze
PA2=P1+P2+AI
je kategorickou teorii, nebot’
a) zP1, P2 je kazdy jeji model (dedekindovsky) nekone¢ny
b) z Al je kazdy jeji model spocetny, totiz enumerovatelny funkci s — vezmi
mnozinu Y vSech nasledniklt 0 a pouze jich {0, s(0), ss(0), ...}, jelikoz spliuje
antecedent, plati 1 VxxeY, tedy vycCerpava celé¢ univerzum, které lze takto
izomorfné¢ zobrazit na podmnozinu pfirozenych ¢isel
kategoricita PA1 narozdil od PA dava tusit, Ze v L2 neplati véta o kompaktnosti (zopakuj
dikaz pro nestandardni model, kazda konecna bude mit model, nekonecna nikoli), LST
(PA2 nemé model libovolné nekone¢né¢ mohutnosti), ani véta o tplnosti
z kategoricity PA2 vyplyva sémantickd tplnost, PA2 |=(p iff N |=(p; kdyby L2 uplna, pak
PA2 o iff N fo; tedy pro ¢ 1. ¥adu by {@; N Fo} byla aritmeticka.
]
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byla to prave impredikativni povaha HP dovolujici konstrukci nekone¢né mnoha rtiznych
Cisel srazenim predikath jako x=Nx(x#x) ¢i x<Nx(x#x) opct na Uroven piedmétu,
aplikaci operatoru N
zde vidime, pro¢ Frege potteboval, aby cislo bylo analyzovéana jako pfedmét (prvek té

Vv

uroven 2 {A}, {A, {a}}, .. uroven Cisel
uroven 1 A, {a}, {a, b}, ... X]
uroven 0 a, b, ¢ (mize byt prazdna) speci proménna X

byla-li by napt. dle pivodni analyzy ¢islo 5 vlastnosti vSech pojmu, pod néz spadéd 5
predmétt tedy vlastnosti 2. tadu; pak Cislo 6, definované jako vlastnost pojmu ,byt
¢islem mensi nebo rovno 5 by bylo vlastnosti 4. fadu, tedy pfedmét jiné kategorie

impredikativita HP vyhovuje pravé tomu, Ze sama cisla mohou byt pocitana, ¢islo tedy
mize docela dobie spadat pod pojem, jemuz nélezi, viz

Fx:=x je prvocislo mensi nez dvanact

NxFx=5, FNxFx

obecné plati: Fregové konstrukci ¢isel odpovidaji dvé koncepce

a) téimplicitni von Neumannova A; {A}; {A, {A}}; ... (ordindlni ¢islo)

b) explicitni (2 jako systém vSech dvouprvkovych) Russellova
obé¢ se v pouziti vylucuji, nebot a) prostupuje v TT napii¢ hierarchiemi(nelze
kvantifikovat), b) v TM nejsou mnozinami (1 eq V), navic v TT predpoklada axiom
nekonect’ a) prostupuje v TT napfi¢ hierarchiemi(nelze kvantifikovat), b) v TM nejsou
mnozinami (1 eq V), navic v TT pfedpoklada axiom nekonecna

komentar (§84-6)

bylo dokazéano, ze néslednikii 0 je nekonecno

§84
Def 9 001 =Def Nx(Finx)
Veéta 10 001 P 001

dikaz:(Fin x A x#0) eq Fin x (mnoZinu N a N — {0} lze jednojednoznac¢né, vzajemné
ptifadit), pficemz Nx (Fin x A x#0) P Nx Finx.

z toho a véty 8

véta 11 —Fin(co)

interpretacni problém, 0 aplikaci N na x#x
? N(x=x) antinula, ¢islo vSeho

U Nx(x=x)=Nx(Finx)
v n€kterych modelech ano (v uvedeném, spocetném), v jinych ne, napi. pro D= {x,
x<X;}, kdel(#)=f takové, Ze pro X <D, f(X)= | X | eD

v §85 se Frege hlasi ke Cantorovée hierarchii nekonecen, takze U nejspiS nepovazuje za
platné; U je nezavislou sentenci FA
univerzalné pojato je N(x=x) ve sporu s ZF doktrinou neexistence nejvyssiho kardinalu

§85 Frege srovnava svoji definici ,,Anzahl*“ a Cantorovu ,,mohutnost™ s tim, Ze se jedna o
totéz, coz je pravda
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| X|=|Y]| iffXeqY
pricemz explicitni definice Cantorova

| X | je ordinal, ktery ne-eq zddnému ze svych piedch.
Cantortiv ,,Anzahl“ znamena c¢islo ordindlni; které bere Cantor za zdkladni; Frege
poukazuje na to, ze v otazce ,,kolik” neni ani stopa po uréitém uspotadani (kolikaty v
fad¢)
v §86 kritizuje Cantora za nepotadek v definicich
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Komentar (§87-91) — analyti€nost aritmetiky prokazana, Kant
viz prednaska 2-4
§87
matematické zadkony nejsou prosté aplikovatelné na ptirodu, nejsou to zakony ptirody,
ale zakony ptirodnich zakon — métici apriori fyziky
§88
Kant s ohledem na slabou logiku podcenil analytické zakony
analytické jakozto obsazenost predikatu v subjektu vdzana na sylogistiku, konjunktivni
doktrinu pojmu
nova logika dokaze definovat tak komplexni pojmy jako naslednik v fad¢
ty tedy nejsou zavislé nazorech prostoru a ¢asu (Casova sukcese)

Frege: bylo naznaceno, ze aritmetika je analytickd, nebot’ odvoditelna z analytickych
pravd;

problém: za vychodisko GV, u néhoz Frege analyticnost ptredpokladal (byt s
pochybnostmi); ten sporny (analyticka nepravda),

ale v odvozeni se nevyskytuje, na jeho misto 1ze vzit HP; analyticky?

namitka: neplati ve vS§ech doménéch; ale to jsme pfi jeho stanoveni nemuseli tusit: zvolili
jsme ho na zakladé analyzy jazykového uizu (¢islo jako néco, co nalezi pojmiim)
nevinngé, bez pozadavkii na doménu, jsme vzali predikat x#x, vyrobili prvni predmét
Nxx#x,vzali predikat x=Nxx#x a tak postupovali ad infinitum

at’ je HP analyticky ¢i ne, vidime, ze: ackoli vyznamné aritmetické pravdy jsou
odvoditelné z HP (vSechny nemizou s ohledem na netplnost PA2, tj neplatnost
ekvivalence PA2 |—(p iff PA2 |=(p), je toto odvozeni k jejich demonstrovani nutné (nejsou
selfevidentni) a nase poznani rozsituje;

Kantova definice analytického jako nerozSifujictho naSe poznani je tedy nepiesna
(pricnou je ptirozené slabost sylogistiky)

aritmetické pravdy jsou v HP obsazeny jako kvétina v semeni, nikoli jako trdm v domé
§89
s Kantem lze souhlasit, Ze geometrie je syntetickd, tj. neodvoditelnd z analytickych,
nenazornych principti
§90
analyti¢nost aritmetiky z&visi na odvozeni z analytickych principt analytickymi
prostredky,
kazdy krok musi byt logicky evidentni — co to ale znamena (Wittgensteinova vytka
Fregovi — exaktni myslitel se odvolava na evidenci)
odkaz k evidenci neni nutny: piechod musi byt logicky platny (modus ponens); (potieba
formulace sémantiky — Frege jesté dluzen, zdhodno zejména v logikach vyssich adt)
§91
k ptehlednosti dikazi vede katalogizace uZzitych prechodl, vedouci k logickému poctu
(Rechnung):
takto lze odvodit zdkony, které vypadaji jako logicky neodvoditelné (syntetické,
nazorngé):
je-li R jednoznacnd relace (funkcionélni), a ndsleduji-li m a n po x v R-tfad¢
(xR*m, xR*n), pak n predchdzi m, nasleduje m nebo je snim totozné
(mR*nvm=nvnR*m) — posloupnost naslednik je linedrni (nikoli ptedchiadct)
podstatné neni Ze to nahlédneme, ale Ze to dokaZzeme
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Komentar (§92-105) — jina Cisla
pfednaska €. 3, vznik pojmového pisma z krize zdkladi
18. a 19. stoleti
¢islo znamena cislo pfirozené, pocet; pripadné ¢iselné racio, proporci
vznik novych ¢isel
a) iracionality, kvadraticka (¢tvercovd) Cisla X*=2, neexistuje celé ani racionalni takové,
ale lze se blizit s libovolnou ptesnosti (konstruktivni interpretace - iracionalni ¢islo jako
koncentrovana posloupnost racionalnich)
b) transcendentdlni cCisla (pi), (lze ¢Cisla realna ziskat z raciondlnich pfidanim
odmocniny?)
¢) feSeni x*=-1 , feseni vzdy nad 0 (Cist¢ formalni algebra), kinematicka interpretace,
pohyb v roviné : prelom stoleti Wessel, Argand (i reprezentuje pohyb o 90 stupit
((1+01)(1)=i
d) zobecnénim - Cisla vymykajici se obvyklym algebraickym zédkonlim (Hamiltonova
hyperkomplexni ¢isla, kvaterniony) — pohyb v prostoru: x+yi+zj+wk, i, j, k rotace tii
kolmych rovin, neplati komutativita ij=-ji=k, jk=-kj=i, i’=...=-1

tento vyvoj vyvolava ur€ité otazky, probirany po fadé v §92 -

§92, Hankel: ¢islo jako pythagorejska substance padlo, otazka po jeho existenci nelezi
mimo subjekt ale v ném;

psychologisticka liboviile, demonstrovana:

§95, pro b>c nema rovnice x+b=c celoCiselné feSeni; vezmémé c-b jako znak, ktery
ulohu fesi a snim operujme jako s ¢islovkami 1, 2, 3, ...

1) Ize ale postulovanim feSitelnosti vytvaret ¢isla: x+1=2, x+2=1?, ndmitka: sporna
2) je tedy bezespornost kritériem?, rizné bezesporné systémy které prakticky k nicemu
3) bezesporné a splitujici jisté obecné zakony (ale které — viz kvarterniony)

§96 ani matematik nemuze véci libovolné vytvaret, nybrz je jen objevovat rozuméj: ne v

wrw e

objev predmétu = objev koherentni fec¢i (koherence) s kterou lze néco pocit (pragmatické
kritérium) ve svété zkusenosti (korespondencni kritérium), v pfipadé matematiky néco
spocitat — jak sofistikované se toto ,,poCitani* skrze staleti mize stat je jind véc; dnes
provadime ,,poCty* se samotnymi zakony pocitani (metamatematika) apod.

Fregova logika v SirSim smyslu zahrnuje snahu najit ty nejobecnéjsi zdkony predmétné
feci tj. zékony pfedmétné konstituce bez ohledu na obor

vétny systém S, systém substituovatelnych vyrazi T
je elementarni obor Fe¢i O = <S, T> iff
1) WP: kazda véta jednoznacné W, F
2) ASPpro T, tj je-li A(M) véta S, pak i A(M/N) pro libovolné

aby vyraz denotoval pfedmét, musi byt rozhodnuty identity kontextu

elementarni obor feci je e. predmétnym oborem iff
1) obsahuje identitu M=N pro M, N z T (tim padem z ASP vSechny)
2) plati LP: M=N je W iff pro libovolnou vétu A(M) z S plati, ze A(M) je W tehdy a
jen tehdy kdyz A(M/N)
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elementarni obor feci rozsifime na obor feci komplexni formy O* = <S*, T> takto
A) roz$ifime S na S* téchto vlastnosti

1) ScS*

2) jsou-li A, B z S*, pak i —~A, AAB

3) je-li A(M) z S*, pak VxA(M/x), kde x se v A(M) nevyskytuje

4) S* je nejmensi takova
B) ohodnotime S* jednoznacné W a F, pficemZ vzdy predpokladame, Ze A, B, A(M/N)
pro vSechna N z T jiz pravé jednu hodnotu maji

1) AAB je Wiff A je W a B je W; jinak F

2)~AjeWiff AjeF; ..

3) VXA(x) je W iff A(M/N) je W pro kazdé N z T; F jinak

indukci podle poctu ptidanych spojek dokazeme, Ze pro O*=<S*, T> plati WP; ASP plati
trivialné a LP se pfenasi;
takze O* je oborem feci resp, predmétnym oborem iff O

ilustruyjme si nyni vySe schematizovany proces predmétné konstituce na piiklade

aritmetického systému A = <X, [I>. Ttida II, nazyvana téz tfidou Ciselnych termt, necht’

je popsana nasledujici rekurzi:

(1) IT obsahuje vSechny Cislovky 1, 2, ... nazyvané také standardnimi jmény systému
(numeraly)

(2) nalezi-li N a M systému I, pak i N+ M a N x M.

Ttidu X elementarnich vét tvoti pouze

(1) rovnosti N = M pro libovolné¢ N, M z I1,

(2) nerovnosti N < M pro libovolné N, M z I1.

Zpusob, jak témto vétam prifadit pravdivostni hodnotu, je znamy jiz ze zakladni skoly —
totiz pomoci jistych vypocetnich algoritmli, jejichz prostfednictvim nejprve
transformujeme slozené vyrazy na vyrazy standardni (numerdly), provadime jejich
substituce (s odkazem na LP) a vysledna srovnani. (Ize dale precizovat ala Lorenzen)
plati WP, ASP, LP

piiklad jak z ohodnoceni vét (specifikace pravdivostnich podminek, zvlasté pro identity)
dospét k predmétim

Fregovi slo ale o ¢isla jakozto logické predméty

ohodnoceni elementarnich vét, rovnosti, nebylo logické, ale via algoritmy coby
specialnimi podminkami rovnosti (SP vs. LP jakoZto podminky obecné);

k tomu, abychom ukazali, Ze jsou Cisla logické predméty, zapotiebi najit SP, které by
byly analytické; tim mél byt pivodné GV

plan byl takovy: nejprve bude zkonstruovan predmétny obor pribéhli hodnot s pomoci
GV jakozto kritéria identity (SP oboru); z n¢ho pak budou vydélena cisla jakozto
prabéhy specialni vlastnosti (odtud explicitni definice Cisla: pribéh hodnot pojmu ,,byt
rovnopocetny s ...“)

Jazyk systému G=<Zg, [1g> je jazykem teorie mnozin s “€” jako jedinym mimologickym
predikatem.
Nejprve definujme tiidu termit Ag systému G takto:



SHRNUTI Z 19. 5. 2003
(1) termy jsou vSechny spravné utvotrené formule predikatové logiky prvniho tadu s
rovnosti v jazyce tvofeném pouze dvojmistnou predikatovou konstantou “e”,
(2)  je-li T(y) term s volnou proménnou y, pak pro fecké pismeno ¢, které se v T(y)
nevyskytuje, je £€T(y/e) také term,
(3)  je-li T(y) term s volnou proménnou y a U je také term, pak i T(y/U).

Systém substituovatelnych jmen Ilg tvoii vSechny uzaviené termy z Ag zacinajici €.
Systém vét Zg je pro libovolna jména T, U z I tvofen vSemi vyrazy

(1) TeU,

2 T=U.

Pravdivostni podminky vét formy N = M jsou urceny (i) skrze GV a konvenci a (i) skrze
LP.

Véty formy N € M maji byt ohodnoceny tak, aby uvazované vété byla pfifazena hodnota
W, existuje-li jméno tvaru £T(¢) takové, ze T(e/y) nezacind feckym pismenem a vyraztim
M = £T(g) a T(N) je ptitazena W; jinak F.

Russelltiv paradox

jméno é(eg€)

jaka hodnota vété é(eze)eé(ege); stejna jako vete é(ege)zé(ege)
takze nelze splnit WP a podminky vyse uvedené

?analogicky predmétny obor ¢isel s pomoci HP, konzistentné ohodnotitelny
ziejmée lze, ale komplikovanéji

prava strana GV, tj. {x, Fx}={x,Gx} iff Vx(Fx<Gx) prvotadova
coz u HP neplati NxFx=NxGx iff 3R R jednojednoznacné vzajemné piifazeni F a G

nutno zkonstruovat piredmétny obor pro logiku 2. fadu;
otazka kvantifikace VF(F(N)), pifes co — kdyz pfes predikaty, odpovida kazdému
rozde€leni jmen z T predikat, ktery splituje pouze vydélena ¢ast?

v oboru A pfirozenych Cisel pro aritmeticky jazyk nikoli (pfiina selhani schematu
indukce)

[

obecné: formuli jazyka A je spocetné, tedy je lze usporadat do fady

Pi(x)

Py(x)

P3(x)

uvaz takové vydéleni v mnoziné piirozenych cisel, obsahujici vSechna x, o nichz Py(y)
neplati,tj. 7Px(x) (diagonalni argument),

vydéleni —Py(x) neni v fad¢, protoze kdyby ano, pak by bylo ekvivalentni néjakému P,(x)
a P,(n) by platilo iff =P,(n)

z toho ale neusuzujeme na nepojmenovatelnost kazdé podmnoziny piirozenych Ccisel,
pouze na jeji nepojmenovatelnost fixnimi vyrazovymi prostfedky (které Ize vzdy obejit —
definice vydéleni —Py(x) bylo mimo plivodni jazyk)

]
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substitu¢ni kvantifikaci lze tedy rozsifit do silnéj$i podoby, sama otazka druhotadového
predmétného oboru s sebou ovSem nese potiebu vyjasnit tolik dalSich problémt, ze zde
JiZ pro né€ neni misto

Resumé (§106 -109)
pohled zpét

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

9

co ¢islo neni: subjektivni predstavou, fyzickym predmétem, skupinou véci
co Cislo je: souCast objektivni vypoveédi o pojmu; ,,Sn¢hurka ma 7 trpaslika*
ekvivalentni ,,pojmu Sné&hurcin trpaslik pfislusi ¢islo 7¢
pokus uchopit ¢islovku jakozto adjektivum, vlastnost pojma; selhal
a. neumoznil kvantifikovat (faleSny divod) — n pevnou soucasti
kvantifikatoru 3,xFx
b. neumoznil dikaz nekone¢né mnoha cisel a vedl k vzniku c¢iselnych
hierarchii (pojmu ,,byt prvocislem <12 ptislusi ¢islo vyssiho typu)
¢islovka uchopena jako substantivum: ,,pocet Sn¢hurcinych trpaslikti = 7%, Cislo
je vyznam vlastniho jména
pfedmét coby vyznam vlastniho jména znamend znovurozpoznatelny piedmét,
zapotiebi specifikovat kritéria identity ¢iselnych termt, a to
a. obecng, pro libovolné jméno — Leibniziiv princip
b. konkrétné, pro Cislovky, resp. vyrazy typu: pocet F (symbolicky NxFx) —
Humtv princip: NxFx = NxGx iff F a G rovnopocetné (eq)
HP jako zvlastni ptipad definice abstrakei, 3. namitky
a. nezvyklost, analogie rovnobé&znosti piimek
b. mozna rozporuplnost LP a HP (restrikce kontextu)
c. specifikovana pouze kritéria pro NxFx=NxGx, nikoli NxFx=M
explicitni definice NxFx jako {G,G eq F}
dokdzan Humuv princip, pomoci implicitniho axiomu extenzionality GV: {x,
Fx}={x, Gx} iff Vx(Fx—Gx)
pouze s pomoci HP a logiky Begriffsschrift (logiky vysSich tadd) definovana
rovnopocetnost, 0, 1, naslednik v tadé¢, indukce, nekonecnost ciselné tady,
existence nekonecného ¢isla
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